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0. Einleitung

In der vorliegen Arbeit beschéaftigen wir uns mit der Bewertung und Ausibung von
Optionen. Zu diesem Themenkomplex existiert bereits eine Vielzahl von
Publikationen, die sich hauptsachlich mit den Européischen Optionen beschéaftigen
und auf Modellen in diskreter Zeit aufbauen. Optionen sind eine Klasse von
Wertpapieren, bei denen dem Kaufer das Recht eingerdumt wird, ein Wirtschaftsgut
(z.B. eine Aktie) zu einem am Kauftag festgelegten Preis innerhalb einer ebenfalls
vertraglich festgelegten Frist zu erwerben. Dabei unterscheiden wir zwei
verschiedene Arten: die Europaische Option, bei der die Austibung nur am Tag des
Ablaufs der Frist erfolgen kann, und die Amerikanische Option, bei der der Besitzer
der Option zu jedem Zeitpunkt innerhalb der Frist die Ausiibung vollziehen kann. Da
der Preis des zugrundeliegenden Wirtschaftsgutes (Aktie) Schwankungen unterliegt,
stellt sich das Problem der Bestimmung des Preises fur die Option sowie das der
optimalen Austbung.

Wir werden im ersten Kapitel, basierend auf der Arbeit von IOANNIS KARATZAS [7], ein
Modell in stetiger Zeit fur die Preisbildung bei Amerikanischen Optionen entwickeln.
Dabei gehen wir zur Einstimmung auch den Weg Uber die Europaischen Optionen
und erhalten fir diese die bekannte Black und Scholes Formel, die wir in expliziter
Form herleiten. Danach wenden wir uns den Amerikanischen Optionen zu, fur die wir
ebenfalls einen "fairen” Preis bestimmen.

Im zweiten Kapitel wird ein Modell in diskreter Zeit entwickelt, das es uns erlaubt auf
Bayessche Weise eine optimale Strategie fur die Ausibung Amerikanischen
Optionen zu bestimmen. Grundlegend fur dieses Kapitel ist die Arbeit von WERNER
JAMMERNEGG [6], in der sequentielle bindre Entscheidungen behandelt werden,
wobei die Austibung der Amerikanischen Optionen eine Anwendung darstellt.

An dieser Stelle mdchte ich meinem Betreuer Herrn Prof. H.-J. Girlich danken, der
mir wichtige und wertvolle Hinweise gab und mir wahrend der Arbeit standig
beratend zur Seite stand.
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1. Preisbildung fir Amerikanische Optionen

1.1. Das Marktmodell

Wir wollen zuerst einige Annahmen tber den Markt, auf dem unsere Wertpapiere

bzw. unsere Optionen gehandelt werden, treffen. Wir stellen uns einen Markt vor, auf

dem zwei verschiedene Wertpapiere gehandelt werden. Eines dieser ist eine

festverzinsliche Anlage, im folgenden mit Bond bezeichnet. Diese hat einen Preis P,,

der folgender Differentialgleichung gentgt:
dP,(t) = rP,(t)dt,

(1.1.1)
Py(0)=p, =1
Dieser Preis bestimmt auch unseren Diskontfaktor gemaf
1 [ :
B(t):= :exp{— rdst=e™, mtO<t<o. (1.1.2)
Po(t) !

Das andere Wertpapier ist eine risikobehaftete Anlage, wie zum Beispiel eine Aktie.
Deren Preis soll folgender linearen stochastischen Differentialgleichung gentigen:
dP,(t) = P,(t)(b(t)dt + cdW, ), 0<t<oo (1.1.3)
P,(0)=p,>0
Wobei W, F; 0<t<ow der eindimensionale Standard-Wienerproze3 auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum [Q, F,P] istund F:=o{w,, 0<s<t} die von W, erzeugte c-
Algebra bezeichnet.
Der diskontierte Preis PP, der risikobehafteten Anlage gentigt dann folgender
Differentialgleichung:
dBOP.()] = P.(HAB() + BAP (1)
= P,(t)(~rp(t)dt) + B(t)(Pl(t)[b(t)dt +odW, ]) (1.1.4)

= B(t)Pl(t)[(B(t) +1)dt+ odW, ] 0<t<ow
In den gesamten folgenden Abschnitten seien
r=const als Zinsrate
{b(t); 0<t< oo} als Driftkoeffizient des Preises der risikobehafteten Anlage
c=const als Streuungskoeffizient

meRbar, bzw. meRbare Prozesse, adaptiert an {F| und gleichmé&Rig beschrénkt in
(t,m)e[O,T]xQ fur alle endlichen T>0. Sie werden als Koeffizienten des
Marktmodells bezeichnet.

Bemerkung 1.1.1

Der Einflul3 des Zufalls erfolgt in unserem Modell also nur Gber den Wienerprozel3 W
in 1.1.3 (siehe dazu auch Anhang Al). Die Koeffizienten des Marktmodells sind
damit nicht vom Zufall abhé&ngig und werden somit als gegeben und als
deterministisch angesehen.

Bemerkung 1.1.2
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Die Begriffe mefbarer Prozel3 und adaptierter Prozel3 werden in Anhang Al
erlautert.

Wir wollen an dieser Stelle noch die Differentialgleichung (1.1.3) l6sen. Wir
betrachten also folgenden Ausdruck:

dp((;) b(t)dt + odW, . (1.1.5)

Nach der Integration erhalten wir sofort
( dPi(s)
s Pi(s)
Setzen wir nun g(P,(t)):=In(P,(t)) und wenden wir die eindimensionale It6-Formel
(siehe Anhang A2) an, so erhalten wir

Cdr(n 1 1 2
d(nP,(1) = 0 +2[ (Pl(t))zJ(dPl(t))

= b(t)t+ W, .

und somit

dPP((;) d(InP(t))+ o%d
bzw.:

d(InP,(t) = dPP((;) ;'szt.

Nutzen wir nun (1.1.5) und fuhren die Integration durch, so fiihrt uns dies zu

5(((;)) (b(t) jt+ -

Daraus folgt nun mit (1.1.3) sofort

P(t) = pl{exp{(b(t) - % cﬁ)t +oW, H : (1.1.6)

1.2. Investitions- und Vermdgensprozel3

Wir betrachten nun einen "kleinen Investor”, d.h. einen Marktteilnehmer, dessen
Handlungen auf dem Markt die bestehenden Preise nicht beeinflussen kdnnen.
Dieser Investor sei mit einem Anfangsvermodgen x>0 ausgestattet und will dieses
nun in die zwei Anlagen unseres Marktes investieren. Wenn er sich entscheidet,
N/(t) Anteile der Anlage i=0,1 zur Zeit t zu besitzen, so berechnet sich sein

Vermdgen X, zum Zeitpunkt t wie folgt:
1
X, =Y N(HP(t), 0<t<oo (1.2.1)
i=0

Weiterhin nehmen wir nun an, daf3 die risikobehaftete Anlage eine Dividende
p=const pro Zeiteinheit und pro Geldeinheit abwirft. Wenn die verschiedenen
Handelsaktionen auf unserem Markt zu diskreten Zeitpunkten stattfinden, wie zum
Beispiel ..., t—h, t, t+h, ..., so berechnet sich der Zuwachs des Vermdgens wie folgt:
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Xin =X, = 2 NO[P(t+h) =P,()] + huN,(OP,(1) .
i=0
Gehen wir nun zu dem stetigen Fall Gber, so folgt sofort
dX, = D" N,(t)dP,(t) + uN, (P, (t)dt . (1.2.2)

i=0
Setzen wir nun
m(D):=NP(1), i=0,1,
was den Betrag, der in die i-te Anlage investiert wurde, bezeichnet, so erhalten wir
fur (1.2.2) mit 0 <t< « folgende Darstellung:
1
dX, = > N,()dP,(t) + pm, (t)dt
i=0

= N, (OrP, (t)dt +N, ()P, [b(t)dt + odW, | + pr, (t)dlt

= (I’no(t) +b(t)m, (t) + ;,ml(t))dt +om,(t)dW, (1.2.3)
mit wt, (t) = X, — m,(t) gilt dann
dX, = [rXt +(b(t) +p - r)nl(t)]dt+ om,(H)dW,

Definition 1.2.1
Ein PortefeuilleprozeR z={n,(1),F; 0<t<w} ist ein meRbarer, R-wertiger,

adaptierter Prozel3, der fur alle endlichen T>0 folgender Ungleichung genugt:

;
jnf(s)ds <o P-f.s.

0

n,(t) kann auch negativ werden, was als short-selling oder Leerverkauf bezeichnet

wird. Man versteht darunter den Verkauf geliehener Aktien. Auch der Betrag
n,(t) =X, —m,(t) darf negativ werden, was einem Leihen des Geldes zur Zinsrate r

entspricht.

Definition 1.2.2
Die eindeutige L6sung der linearen stochastischen Differentialgleichung (1.2.3) ist fur
alle Portefeuilleprozesse = ist gegeben durch

X, =P, (t){X+ j B(S)my(s)(b(s) +p—r)ds + j B(s)m,(S)odW, } 0<t<o.

Sie wird als Vermodgensprozel3 bez. des Portefeuilleprozesses n bezeichnet.

Wir zeigen jetzt, dal® dieses X, tatsachlich die Lésung von (1.2.3) ist. Bilden wir die

Ableitung nach t so folgt daraus:

dX, = Po(t)[B(t)nl(t)(b(t) +p—r)dt+ B(t)m, ()odW, |+dP 1 x

0 t
Py ()
Mit B(t) = 1 und dP,(t) =rP, (t)dt erhalten wir sogleich
Po(t) 0 0
dXt = Tcl(t)(b(t) +u— I’)dt + nl(t)Gth + rXtdt

_ [rx A+ (O(b() + - r)]dt + 7, (DodW,
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Definition 1.2.3
Fur ein gegebenes Anfangsvermégen x>0 und einen endlichen Zeithorizont T>0
bezeichnen wir einen Portefeuilleprozel3 = als zulassig auf [0,T] fur eine
Erstausstattung x>0 und schreiben = € A(T,x), wenn

X, >0, 0<t<T fs.
gilt. AuRerdem fuhren wir folgende Bezeichnung ein

AX):=] A(T,x)

T>0

und sagen, dal3 ein = € A(x) zulassig fur das Anfangsvermdégen x>0 ist.

Diese Definition stellt sicher, dal3 nur solche Portefeuilleprozesse betrachtet werden,
fur die das Vermdgen des Investors auf ganz [0, T] nichtnegativ bleibt.

Gehen wir zunachst noch einmal kurz auf den Zusammenhang zwischen Aktien- und
Bondpreis ein. Aus der Gleichung (1.1.6) sehen wir sofort, daf3 der verzinsten

Aktienpreis [3(t)P1(t)=pl[exp{(b(t)—r—%czjucwﬂ fur  b(t)<r ein echtes

Supermartingal wird und fur b(t)>r ein echtes Submartingal, d.h. es gilt
E[B(S)P.(S)F. | < BOP.(Y)
bzw. E[B(S)Pl(s)|F‘] >PB(HP,(t) flr 0<s<t<ow.
Fir die Akteure auf unserem Markt sind jedoch nur Wertpapiere mit b(t)>r von

Interesse. Nehmen wir an, dafl3 alle Akteure dieselben Einschatzungen fir b(t)
treffen, so wirden im Laufe der Zeit nur die Aktien gekauft, fur die gilt b(t) >r und nur

diejenigen verkauft, fur die b(t)<r gilt. Dies heil3t aber, dal3 nur Aktien mit b(t)=r
wirklich gehandelt wirden, d.h. es werden die Aktien gehandelt, fur deren

diskontierte Preise gilt B(t)P,(t) = pl{exp{—%cthrGWtH. Man bezeichnet einen solchen

Markt als risikoneutral. Im folgenden werden wir zeigen, dafd sich unser Markt durch
eine geschickte Transformation des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmalies
in einen risikoneutralen tberfihren laft.

Dazu definieren wir nun den R -wertigen, mel3baren Prozel3
0:= 2 (b()+pn—r), F, 0<t<c, (1.2.4)
(e}

der in (to) e[O,T]xQ fur jedes endliche T>0 wegen unserer Forderungen an die

Koeffizienten des Marktmodells beschrankt ist. Die Komponenten dieses Prozesses
gentgen folgender Gleichung:
of, =b(t)+p-r, 0<t<on (1.2.5)
P-f.s.
Wir definieren weiterhin folgendes exponentielle Supermartingal

Zt:=exp{—J-65dWS—%ﬂesrds}, F O<t<om. (1.2.6)
0 0

Z ist wirklich ein Supermartingal, denn es gilt fir s<t mit einer Eigenschaft der
bedingten Erwartung (siehe Anhang A4) und des Wienerprozesses:
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=7

S

t S s
exp{— I eudwu} exp{— J' eudwu} exp{— J' eudwu}
F]=E > > <E >
exp{ljezdu} exp{lj ezdu} exp{lj ezdu}
2 0 ’ 2 0 ’ 2 0 ’
Da aufgrund unserer Annahmen fir die Koeffizienten unseres Marktmodells gilt, daf3
6.(w)| lokal beschrankt ist, konnen wir mit Hilfe der Novikov-Bedingung (siehe dazu

Anhang A3) sofort schlieen, dal? z, ein Martingal ist.

F. |=E

S

Ez,

Spater bendtigen wir noch eine andere Darstellung fur z , deshalb kommen wir zu
folgender

Bemerkung 1.2.4
Z, besitzt auch die Darstellung

t
Z,=1-[2,0,dw,
0

Beweis:

t t
Wir setzen f(x):=e* und ntzz—jesdws—%_[eﬁds. Wenden wir nun die
0 0

eindimensionale It6-Formel (siehe Anhang A2) auf 1.2.6 an, so erhalten wir
1
dZ, =f'(n)dn,+Zf"(n,)(dn,)".

Setzen wir nun dn, =—9tth—%efdt, (dnt)2 =0%dt, sowie f'(x)=e* =f"(x)="F(x)

in die vorhergehende Gleichung ein, so erhalten wir
dzt = —f(ﬂt)etdvvt
und wegen

t
Z,=2,+[dz,
0
gilt
t
Z,=1-[z.0.dw,,
0

womit wir die gewilinschte Darstellung erzielt haben.
[ ]

Mit Hilfe des Girsanov-Theorems (siehe dazu Anhang A3) wissen wir, daf?
W= W, - [6,ds, 0<t<oo (1.2.6)
0

wieder ein eindimensionaler Wienerprozel} ist und kdnnen schlieRen, dafd mit (1.2.3)
und (1.2.5) folgt:
dX, = [rXt +m, (t)(b(t) + p— r)]dt + 11, (t)odW,

= [I‘Xt + nl(t)cse‘]dt + m,(t)odW,
=rXdt+m,(t)o[6,dt + dW, |
=X dt + 7 (t)odW,

(1.2.7)
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sowie

B(HX, = x+ j B(s)m,(s)o[0,ds +dW, |
’ (1.2.8)
=X+ j B(s)m,(S)odW,

Aus einer Eigenschaft der bedingten Erwartung folgt:

E{x + j B(u)m, (U)sdW,

Ft] = x+_|'[3(u)1c1(u)csdv~\/u flr 0<s<t<T.
0

(2.2.9)
Daher ist die rechte Seite von (1.2.9) ein Martingal, wahrend die linke Seite ein
nichtnegativer Prozel} ist, fur die gilt

E.[B()X,]<E/[X.]=x, Vte§;.

Bemerkung 1.2.5
Fur feste O<u<v<owo Dbezeichnet die Menge S, die Menge aller Stoppzeiten

taus {F} mit Werten in [u,v], und wir schreiben
S:= {r €g; 1<, P—f.s.}
Bemerkung 1.2.6
Mit 1.2.6 lauten die Gleichungen fur den Aktienpreis bzw. den diskontierten Preis wie

folgt:
dP,(t) = P,(t)[b(t)dt + cdW, ]

= Pl(t)[b(t)dt + cs(dV~Vt - etdt)] (1.2.10)

= Pl(t)[(r - u)dt + det]

bzw. analog:
dB(tP,(D)] = B(t)Pl(t)[(b(t) —r)dt+ chl]

- (1.2.11)
= B(P, (1] odW, — pe]

Aus (1.2.11) wird offensichtlich, dal3 der diskontierte  Preisprozel}
{B(t)Pl(t),Ft,Osth} fur eine Aktie, die keine Dividende abwirft (d.h. pu=0), ein

Martingal bez. des MaRes P, ist.

1.3. Optionen

Wir wollen uns nun den Optionen zuwenden. Dazu schicken wir einige
Erlauterungen vorweg. Nehmen wir an, daf3 wir zum Zeitpunkt t=0 einen Vertrag
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unterzeichnen, der uns das Recht einraumt, zu einem beliebigen Zeitpunkt <
zwischen t=0 und dem Verfallszeitpunkt t=T eine Aktie zu einem festgelegten
(Ausubungs-) Preis C zu kaufen. Wenn nun zum Zeitpunkt t=t der Preis P,(z)
niedriger als der Auslbungspreis ist, so ist der Vertrag flr uns wertlos. Wenn nun
aber P,(t)>C ist, so konnen wir unsere Option ausuben, die Aktie zum Preis C
erwerben und dann sofort wieder auf dem Markt verkaufen. Wir machen somit einen

Nettogewinn von [Pl(r)—C]+ Geldeinheiten. Da wir die Vorhersagbarkeit fur den
Kursverlauf ausschlieRen, ist t hier eine Stoppzeit bez. {F | mit Werten in [0,T].

Ein solcher Vertrag wird als Amerikanische Option bezeichnet, im Gegensatz zu
einer Européischen Option, die die Ausibung nur zum Verfallszeitpunkt, d.h. =T,
gestattet. Diese beiden Optionsarten sind Finanztitel und werden ihrerseits auf
Markten gehandelt.

Wir wollen uns nun der mathematischen Formulierung des Problems der Bewertung
von Optionen widmen.

Definition 1.3.1
Eine Amerikanische Option (AO) (T,f) ist ein Finanztitel, bestehend aus:
0] einem Verfallszeitpunkt T e(o,oo]

(i) einer Auswahl von Austibungszeitpunkten t e §;
(i)  einer terminalen Auszahlung f. =[P1(1:)—C]+

Der Prozel3 F:= {ft, F; 0$t<oo} sei nichtnegativ, progressiv mef3bar und genuge fur
ein festes u>0 folgender Bedingung

n
E[supfs} <o

O<s<t

fur alle 0 < t<o. Weiterhin soll F stetige Pfade besitzen.

Definition 1.3.2
Eine Européaische Option (EO) (T,F.) ist ein Finanztitel, bestehend aus:

(i) einem Ablaufzeitpunkt T €(0,%) und

(i)  einer terminalen Auszahlung f, = [Pl(T)—C]+

Das zentrale Problem ist nun folgendes: Wie hoch ist ein fairer Preis, der zum
Zeitpunkt t=0 fur die AO (EO) zu zahlen ist? Der Einfachheit halber und zur
Vorbereitung und Motivation beschaftigen wir uns zunéchst mit der Europaischen
Option.

Definition 1.3.3
Es seien x>0 und T>0 zwei gegebene endliche Zahlen. Ein Portefeuilleprozel}
n € A(T,x) mit zugehorigem Vermogensprozeld X heil3t Hedging-Prozel? (HP) gegen
die Européische Option, wenn f.s. gilt:

X, =f..
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Wenn ein solcher Hedging-Prozel fir ein Anfangsvermdgen X, =x existiert, dann
kann der Investor, anstatt die Option zum Zeitpunkt t=0 fur den Preis x zu kaufen,
auf dem Markt in ein Portefeuille n aus einer festverzinslichen und einer
risikobehafteten Anlage investieren, das die Auszahlung f, der EO dupliziert, d.h. mit
diesem Portefeuille kann der Anleger im gleichen Zeitraum genausoviel Gewinn X
erzielen. Daraus folgt nun, dal3 der Preis fur die EO nicht gréRer sein darf, als das
Anfangsvermaogen X.

Definition 1.3.4
Der kleinste Wert fur x>0, fir den ein Hedging-Prozel3 = € A(T,x) gegen die EO

existiert, heil3t fairer Preis zum Zeitpunkt t=0 fur die EO.

Wir betrachten nun den nichtnegativen Prozel3
Q. =BM)f, F, 0<t<T

und bezeichnen mit K, eine gemeinsame obere Schranke von [6,(o)| und
B(tw), (t,®) e[O,T] x Q. FUr jedes endliche o>1 gilt dann offensichtlich

T T — P
2t = o, 2o, exp( Do o]
) 29 2 %
und somit

EZ¢ < exp{@ TKi} <o

Mit Hilfe der Hélder-Ungleichung und mit p:= \/E >1 gilt dann

1

~ ) 2 7p 1

ET[rOQQ%(Qt]p < {Kﬁ -E[rgkeg(f‘]p }p -[EZi]q. (1.3.1)
Satz 1.3.5
Der faire Preis flr eine Europaische Option (T, f,) wird durch die endliche Zahl

E.(Q,)= E{fT exp{—jrduH (1.3.2)
gegeben.

Weiterhin  existiert ein Hedging-Prozel3 = eA(T,x), dessen zugehdriger
VermogensprozeR X ={X,, F, 0<t<T} stetig ist und fiir jedes feste te[0,T| der
genugt.

Ft} f.s. (1.3.3)

Gleichung
;
X, = E{fT exp{— j rdu}
t
Beweis:

Fur jedes feste x>0, fir das ein Hedging-Prozel3 = € A(T,x) existiert, gilt
ET[QT] <X.




Seite 11

Deshalb kann der faire Preis nicht kleiner als ET[QT] sein. Es bleibt daher nur

noch, einen Hedging-Prozeld mit dieser Zahl als Anfangsvermégen zu finden.
Dazu betrachten wir nun den nichtnegativen Prozel}

gt::PO(t)[ET[QT]+mt L 0<t<T, (1.3.4)
wobei m eine rechtsstetige Version des P, -Martingals ET[QJE]—ET[QT] mit

m, =0 f.s. ist. Wegen ET|QT| <o gilt nach der Bayesschen Formel (siehe dazu
Anhang Al):
1

m, = Z—E[QTZT|FI]—E[QTZT]. (1.3.5)
Wir setzen nun voraus, dal3 die Pfade von

N;:=E,[Q,Z,|F] (1.3.6)
stetig sind. Daraus folgt nun aus dem Martingaldarstellungssatz (siehe
Anhang Al), daf3 fur (1.3.6) folgende Darstellung existiert:

N, =E;[Q;Z;]+[o(s)dW,, 0<t<T, (1.3.7)

f.s., fur einen bestimmten, meflRbaren und adaptierten Prozel3 {(p(t),Ft,O <t< T}
mit

:

j @*(s)ds < .

0

Nun hat m jedoch folgende Darstellung

N,
m, = E[Q.Z,]. (1.3.8)

t

Wir wollen im weiteren nun die Itd-Formel (siehe Anhang A2) anwenden und
setzen dazu:

m, = g(t’Nt’Zt) :
Es gilt unter Verwendung von dz, =-Z,3,dW, aus Bemerkung 1.2.4:
%Mo, 0w,+ Lorar].
ot Z, 2
09 _ o(t)ydw,
N, z,
9 _ &(etdwt +02dt),
oz, Z,
o’g
oNZ

o’g  0’g  o(t)e.dt
oN,OZ, 0Z0oN,  Z,
o’g _ NOidt
oz,
Wenden wir nun die mehrdimensionale It6-Formel (siehe Anhang A2) an, so
erhalten wir

, sowie
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dm, = Zi [ZNIGldWI +2N,02dt + p(t)dW, + cp(t)etdt]
: (1.3.9)

= zi [(2Ntet +@(t))dW, +(2N,6, + (p(t))dt]

Wenden wir jetzt die Girsanov-Transformation auf (1.3.9) an, so folgt dann

.= Zi(ZNtet +(1))dW, . (1.3.10)
t

Und wir erhalten fir m folgende Darstellung:

dm

m, = jw(s)dws mit y(s):= Zi(thet + (p(t)) . (1.3.11)

Wenn wir nun setzen
t
7(1): = Po(t)%,

so wird aus (1.3.3) dann (1.2.9) mit der Identifizierung X=¢ und XEET[QT].

Der Satz 1.3.5 ermdéglicht es uns, nun den fairen Preis fur eine Option zu bestimmen,
und wir werden im folgenden Abschnitt auch das bekannteste Ergebnis der
Optionsbewertungstheorie mit Hilfe dieses Satzes herleiten.

1.4. Die Black und Scholes Formel

Wir wollen als erstes Resultat die wohlbekannte Black und Scholes Formel fir die
Bewertung Europaischer Optionen herleiten. Dazu benottigen wir die L6sung
folgender Differentialgleichung fiir den Preis der Aktie:

dP,(t) = Pl(t)((r —p)dt+ od\Tvt) (1.4.1)

Die Losung dieser Gleichung lautet wie folgt, wenn wir f(P,(t)) =InP,(t) setzen und die
eindimensionale 1t6-Formel darauf anwenden:

dinP,()] = —dPF;ES) ; % [— Pfl( t))(dPl(t))z

aR() dinP,(1)] +%c52dt

P.(t)
~ P@M® 1,
(r—u)t+GW1=|nW(o))+§Gt

und schlieRRlich erhalten wir
P,(t) = p1~exp{(r—u—%czjt+cv~\/t} (1.4.2)

Nun wenden wir uns der eigentlichen Herleitung der Black und Scholes Formel zu.
Nach dem Satz 1.3.5 gilt
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= ET[fT exp{— E rdU} F[]

_E [[P (T)-cJe ‘)‘Ft}
Fir einen Prozel3 P,(-), der zum Zeitpunkt t mit dem Wert P,(t) startet, gilt:
X, = E‘T’Pl“)[[Pl(T) - c]*e-'”-“] (1.4.3)

In diese Gleichung setzen wir nun die Losung (1.4.2) unserer Differentialgleichung
(1.4.1) fur den Preis der Aktie ein und klammern gleichzeitig P,(t) aus und erhalten

somit:
X, =P.(t) .E‘T'le [[exp{(r —u- %)(T - t) + G(V~VT _ V~Vt)} _ P(it)} er(Tt)] _

Wir setzen nun Z:=W, -W, und verwenden, daR Zz, normalverteilt mit N(O,T -t

ist: X, P(t)\/_.f{exp{( }é )T t +GZ}_P£()} e (1Y Tl__t exp{ ;(T Zt)}dzN

mmt der Term in der eckigen Klammer des Integranten einen negativen Wert an, so
wird der Integrant identisch Null. Daraus bestimmen wir nun die untere
Integrationsgrenze wie folgt:

exp{(r -u- % sz (T-t)+ GZ} = P(-(:t)

Durch elementares Umformen erhalten wir schnell

Z:%(In(Plc(:t)] (I‘—u—%c j(T t)J

Indem wir diese Integrationsgrenze beachten und den obigen Integranten weiter
zusammenfassen, nimmt das Integral nun folgende Gestalt an:

40 2
X, :Pl(t); _[ (exp{(—H—EGZJ(T—t)+cz}—£e‘“‘”} exp{—E z }dz
N2n(T-1) (o . 2 P,(t) 2Tt
g(ln(Pl(t)jf(rfpfis )(Tft)]
Wir wollen diese Integration nun weiter ausfiihren und betrachten dazu jeden der
beiden Summanden im Integranten einzeln:

Pyt T - tor|To 12 |,
X, _Pl(t)\/m 1[ [ ] j [j 1 2)( ]Jexp{( 1 25 j(T t)+csz}exp{ > T—t}dz
= In B0 —| r—u—Ec T-t

1 s 1 z°
—— C.e'™ exp{— = }dz
J2r(T - 1) ) (j . 2Tt

2
P \TH° )(Tfl)J

Wir betrachten zuerst den zweiten Summanden und substituieren

zZ=~T-t-Xx
Daraus folgt nun
dz=+vT-t-dx

und fur die Integrationsgrenze gilt dann

X = c\/'l%—t [In(Plc(:t)j —(r - u—%GZJ(T—t)j

bzw.
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Verwenden wir nun diese Substitution und Transformation der Integrationsgrenze
sowie die Symmetrie der Normalverteilung, so besitzt der zweite Summand folgende
Darstellung

) )

—r(T-t 1 1 —r(T-t 1 P(t) 1 2
—e"IC. ——ex {——xz}dx=e @ )C-cb( [In( L j+(r— -=c ) T—t)
—'[o V2 P 2 VT -t C H73 ( )
(1.4.4)
Wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist, geman
1 ¢ -1

d(u) = e? dy.
O el

Dieses Resultat merken wir uns und wenden uns dem anderen Summanden zu. Wir
werden bei dem ersten Summanden ahnlich vorgehen, wollen uns diesen jedoch
noch einmal vor Augen fuhren:

1z

1 ¢ 1 ,)+ 1 z _
P.(t) m i[m( ) ](rj“lcz)(w] exp{(— n— > c j(T t)+ csz} exp{ 5T t}dz
ol \Py(1) 2

=P,()e™"" —— J eXp{(— = 02) (T-t)+ cz} exp{— = }dz
- 2 2T-—
VT e ) st ‘

Setzen wir wiederum

Z=~+T-1-X
Dann erhalten wir analog zum zweiten Summanden:
1 ¢ 1 1
P, (e — exp{(— = 02)(T —t)+oxJT - t} exp{— = xz}dx
! N2m o c I L 2 2

Gm[ln[Pl(t)]—[r—u—icz)(T—t]J
Fassen wir nun die Exponentialausdricke ihrerseits zusammen, dann ergibt sich
folgende Darstellung:

exp{(— %GZJ(T —t)+ GXH} exp{— % xz} = exp{(— % 02)(T —t)+oxdT—t - % xz}

_ exp{_%(x_m—_t)z}

Setzen wir nun

X=U+ocvT -t

dx=du.
SchlieB3lich transformieren wir die Integrationsgrenzen gemaf

u= G\/% [ln(Plc(:t)j —(r—u—%GZJ(T—t)j —oT-t
G\/%(In(P;t)J—(r—u—%czj(T—t)—cz(T—t)j

il ) o3k

und damit

bzw.



Seite 15

o i)

Wenden wir nun wiederum die Substitution, die Transformation der
Integrationsgrenze und die Symmetrie der Normalverteilung an, so erhalten wir fir
unseren ersten Summanden:

~+00

P (t)e (™" \/1_ .[ )exp{(%o"’j(Tt)+cx\/Tt}exp{%x2}dx =
Pl(t) ”_7 ™Y

) [r ey 1s )(T ti) 1 u2
_ -w(T- t) -
=P,(t)e .[C \/_ exp{ > }du

g A ) 20

Fassen wir nun unsere Ergebnisse (1.4.4) und (1.4.5) zusammen, so erhalten wir f.s.
vt e[O,T]Z

(1.4.5)

X, = {Pl(t)e“”‘)cb[ c\/'ll' — (In(Plét)) + (r —p+ % GZJ(T - t)D - Cer”‘)d)( G\/_Il_ — (In( Plét)) + (r —u- % GZJ

und
X; =[P(T)-C]

Wir setzen nun

p.i= c\/'ll'—t (In(Plc(:t)j +(r—ui%02j(T—t)]

und erreichen damit das Ziel dieses Abschnitts.

Die Black und Scholes-Formel
{Pl(t)e-NT-”q)(pJ —Ce ™o ) 0<t<T

- 1.4.6
' [P.(T)-C] t=T ( )
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1.5. Die Bewertung Amerikanischer Optionen

Wir haben uns im vorhergehenden Abschnitt mit der Bewertung Europdaischer
Optionen beschaftigt, mit dem Hohepunkt der Herleitung der Black und Scholes-
Formel. In diesem Abschnitt interessieren uns nun die Amerikanischen Optionen, wie
sie in Definition 1.3.1 im Abschnitt Optionen definiert wurden. Dazu bendtigen wir
eine analoge Definition eines Hedging-Prozesses:

Definition 1.5.1
Fur einen gegebenen endlichen Zeithorizont T>0 und ein Anfangsvermdgen x>0
betrachten wir einen PortefeuilleprozeR = eA(T,x) mit seinem zugehdrigen
Vermogensprozeld X.
n heildt Hedging-ProzeR (HP) gegen die Amerikanische Option (T,f), und wir
schreiben dafur

meH(T,x),

wenn fiir P, -f.a. » eQ folgende Bedingungen erfiillt sind:
0] X (®) > f(»), Vte[0,T] und

(”) X (@) =f (o)

Wir wollen nun noch folgende Bezeichnung einfihren:
to=inf{t<s<T,X, =f}

T, €95
Ein Akteur kauft die Amerikanische Option (T,f) zum Zeitpunkt t=0 zum Preis x>0.
Nehmen wir weiter an, dafd ein HP & e H(T, x) existiert, dann ist es offensichtlich nicht

sinnvoll, die AO (T,f) zu einem Zeitpunkt t {0 <t<T;X, >ft} auszulben, da der Akteur

durch eine Investition seines Anfangsvermogens x in das Portefeuille = mehr Gewinn
erzielen konnte, als dies durch die Austibung der AO mdglich ist. Ahnlich kann man
argumentieren, dafld es keinen Sinn macht, die AO zu einem anderen Zeitpunkt als
1, in {0<t<T;X, =f} auszuiiben. In diesem Fall sagen wir, daR der

Portefeuilleprozel® 7 die AO auf [0, t,] exakt dupliziert, d.h. wie bei den Europaischen

Optionen kdonnen wir ein Portefeuille = bilden, mit dem wir im gleichen Zeitraum den
gleichen Gewinn erzielen konnen. Auflerdem erhdlt das Portefeuille das
Vermogensniveau streng Uber dem der zugehorigen terminalen Auszahlung der AO,
d.h.
X, >f, 0<t<r, f.s.

In Analogie zu der Europaischen Option ist der faire Preis fur eine AO (T,f) der
kleinste Wert fur ein Anfangsvermégen x>0, das die Erstellung eines HP erlaubt. Wir
wollen dies nun genauer definieren:

Definition 1.5.2
Der faire Preis zur Zeit t=0 fur die AO (T,f) ist die Zahl
V0:={x20; In eH(T,x)} (1.5.1)
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Es sei x>0 irgendeine Zahl, fur die ein HP neH(T,X) existiert. Das Optional
Sampling Theorem (siehe dazu Anhang Al) fir nichtnegative Supermartingale mit
Eigenschaft (i) aus Definition 1.5.1 des HP und
BIOX, =X+ [ B(s)m,(s)odW,
0

liefert:
E.[Q.]=E;[Bf.]<E[B()X,]<x Vi e§,
Wir bendtigen im weiteren noch folgende Bezeichnungen:
u(t):= sipET[QT] 0<t<T.

Und es gilt mit u(0)<x sowie der Definition 1.5.2 des fairen Preises:
u(0) < V. (1.5.2)

Satz 1.5.3
Der faire Preis flr eine Amerikanische Option (T,f) zum Zeitpunkt t=0 ist gegeben
durch

V, =u(0):= supET[fre’”] . (1.5.3)
€Sy

Weiterhin existiert ein Portefeuilleprozel3 = eH(T,x) mit zugehoérigem Vermogens-
prozeR X ={X,F: 0<t<T}, der stetig ist und folgender Gleichung geniigt:

X, = ess sup ET[er’r“’”
€Sy

Ft] f.s. fur jedes feste t [0, T]. (1.5.4)

Bevor wir zu dem Beweis kommen, wollen wir zur Erlauterung noch kurz die
Definition von "ess sup" angeben:

ess sup(u(s)): = inf{K > 0| |u(s)| <K, f.0. in Q} .

Wegen (1.5.2) mul3 nur die zweite Behauptung gezeigt werden. Bevor wir jedoch den
Beweis fur diesen Satz vervollstandigen konnen, sind noch einige Vorbereitungen
von Noéten.

Wir betrachten nun das Stopp-Problem
u(t)::supET[Qt] 0<t<T.
Teqr
Nach BismuT und SKALLI [2], die sich in ihrer Arbeit mit der Theorie des optimalen

Stoppens beschéftigen, existiert ein nichtnegatives Supermartingal
Y:={Yt,Ft;0stsT} mit rechtsseitig stetigen Pfaden und linkem Grenzwert, fir den

gilt:

u(t) =E,(Y,) (1.5.5)
Y, =ess supET[Qr Ft] P, —f.s. (1.5.6)
TeSy
vt [0,T].
Aul3erdem gilt :

Y, =u(0)
Y, =Q, P,-fs.
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Dieser Prozeld ist das kleinste Supermartingal mit rechts-stetigen Pfaden und
linksseitigem Grenzwert, das Q majorisiert, und damit ist die Stoppzeit p, gemani

po=inf{t<s<TY,=Q,}
optimal fur das obige Stopp-Problem, d.h. es gilt:

u(t)=I§T[QP‘] vt [0, T].
BismMuT und SKALLI [2] zeigen, dal3 Y regular ist, d.h. fur jede monotone Folge
{o,} , =S, die P, -f.s. gegen o € S ; konvergiert gilt:

imE.[Y, |=E[Y.]-

n—oo

Lemmal1l.5.4
Fir jedes Supermartingal Y mit (5.5) und (5.6) gilt:

Die Familie {YT}TE% ist gleichméRig integrierbar bez. P, .

Beweis:
Esgilt 0<Y,<m, vO<t<TP, —f.s., wobei m eine Modifikation des Martingals

ET[masz

0<9<T

Ft] mit rechts-stetigen Pfaden und linkem Grenzwert ist. Mit p>1

und E+1=1, sowie der Doobschen und der Jensenschen Ungleichung
q

p
erhalten wir
- P P — ~ P
ET[squtJ SET[supmt} gq”ET[mTp]quET[math] ,
o<t<T o<t<T O<t<T
und nach Ungleichung (3.1) ist die letzte Erwartung endlich.
[ ]
Wir haben nun die Voraussetzungen gezeigt, die notwendig sind, um auf Y die
DOOB-MEYER-Zerlegung (siehe Anhang Al) anzuwenden. Wir erhalten dann far Y

folgende Darstellung:
Y, =ul0)+M,-A, O<t<T,

mit M als P, -Martingal mit rechts-stetigen Pfaden und linken Grenzwerten;
M, =A, =0 und

ET[AT] =u(0) _ET[QT] .
Nach dem Darstellungssatz fur Martingale kénnen wir nun fir M folgende Darstellung
wabhlen:

Mt:jw(s)dws, 0o<t<T

mit einem meBbar(t)an und adaptierten ProzeR {y(t),F;0<t<T} fir den gilt:
fqﬁ(s)ds <o P, —f.s.

Wir kbnnen W(()eiter annehmen, dal} M stetige Pfade besitzt und somit auch Y.

Wir gelangen nun zum Beweis des Satzes 1.5.3 Uber den fairen Preis und des
zugehorigen HP.

Beweis:
Wir definieren den stetigen und adaptierten Prozel3
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Xi=—2 Y,F 0<t<T (1.5.7)
B(t)

Aus Y, =ess supET[Qr|Ft] folgt, daR der ProzeR (5.4) geniigt mit

Teqr
X (@)= f (o) vte[0,T] und
X (@) = fr ()
aufgrund der Stetigkeit von F.
Aul3erdem sind die beiden Stoppzeiten
T =inf{t<s<T,X, =1}

p =inf{t<s<T,Y, =Q,}
fur diese Wahl von X gleich.

Aus Y, =u(0)+M, — A, und Mtz_[\y(s)dVT/S 0<t<Tfolgt, dal wir X darstellen
0

kénnen gemal:

BOX, +A, = u(0)+jw(s)dws
oder dazu aquivalent in doer Form

B(HX, = x+jﬁ(s)n(s)cdv~vs 0<t<T
mit  n(t):= Po(t)co’l\y(t) und

A, =0.
Es zeigt sich, dal X aus (1.5.7) der Vermégensprozel3 fur das Portefeuille

n= %lw ist, woraus folgt, da3 = e H(T,x) gilt.
(e}

Bemerkung 1.5.5

Lemma 1.5.4 zeigt, da3 X gemal X, :Wlt)Y“Ft 0<t<T aus der Klasse D[0,T] (d.h.

gleichmaRig integrierbar) bez. P, ist. Unter dieser Voraussetzung ist es nun méglich
zu zeigen, daR der VermdgensprozeR X eines Portefeuilles @ eH(T,u(0)) durch
(1.5.4) gegeben und somit eindeutig bestimmt ist.

Wenden wir namlich das Optional Sampling Theorem (siehe Anhang Al) auf das
nichtnegative Supermartingal

X+M.:=x+ j B(s)A(s)odW, = B(R,

an mit x=u(0), so gilt mit X,(»)>f(0) vte[0,T]:

BOR, 2 E,|B(0)X,

>E,[B(o)fJR] P —f.s.

Ft

VTt eS,;.
Setzen wir andererseits voraus, da X aus der Familie D[0,T] bez. P, ist und setzen
wir 4= inf{t <s<TX :fs}, dann kénnen wir definieren:
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G,.= min{%lt, inf{t <s< T,J'|n(u)|2du > m}} vm>1.
Bilden wir nun die bedingte Erwartung bez. F. von
Blo.)R,, =BOX, + [B(S)RS)odW, ,

so erhalten wir

B(HR, = E{B(om)%%

Ft] P, —f.s.,
]
wegen [r’(s)ds <= P-f.s. gilt

0

imo, =4.
Mit dem Satz r:/:)Oon der monotonen Konvergenz gilt nun aber mit m — oo:

BOR, = ET[B(%))?E“E] P, -f.s.
Wir kénnen nun schlieBen, daR X, durch die rechte Seite von (1.5.4) gegeben ist
vt [0, T]. Damit ist er nicht von dem ProzeR X aus Satz 1.5.3 zu unterscheiden.

Diese Tatsache erlaubt es uns, den Prozel3 X als Bewertungsprozel3 fur die AO
(T,f) zu bezeichnen.

1.6. Folgerungen aus Satz 1.5.3

Ist Q gemal Q,:=p(t)f, F, 0<t<T ein Submartingal bez. P, , dann folgt mit
u(t) =E,[Y,] und
Y, =ess supET[QT

TeS T

F]

aus dem Optional Sampling Theorem, daf3
Y, =E[Q/[F] P -f.s.

und u(t) =E.[Q,]

vt [0, T] gilt, d.h. =, =T ist optimal.

Es gelte nun p=0, dann ist

Q. = [BHP,(H - CB(Y)]
ein Submartingal bez. P, (vergleiche dazu Bemerkung 1.2.6). Und wir kdnnen somit
ein Resultat von MERTON [10] angeben:

Folgerung 1.6.1

Eine Amerikanische Option (T,f) mit positivem Austbungspreis, die auf eine Aktie
ohne Dividentenzahlung lautet, sollte nicht vor ihrem Verfallsdatum ausgetbt
werden.
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D.h., wenn r>0, >0 und C>0 ist mit u=0, dann ist die Bewertung der AO durch die
Black und Scholes-Formel gegeben.

Ist Q gemal Q;:=p(f, F, 0<t<T ein Supermartingal bez. P., dann gilt

Y=Q
U(t) = ET[Q(]
und T, =t.
Damit liefert die Beziehung
X, :ivt, F,0<t<T
B(t)
nun
X=f.
Es sei nun in unserem Fall C=0 und p>0, dann ist
Q= Bpl

ein Supermartingal bez. P, und es gilt X =P, und wir gelangen nun zur

Folgerung 1.6.2
Besitzt eine Amerikanische Option (T,f) einen Ausiibungspreis C=0, so wird sie zu
dem gleichen Preis bewertet wie die Aktie, auf die die AO lautet.

Im Falle einer Amerikanischen Option mit u>0 gilt mit Bemerkung 1.2.6 und
X, =ess supET[fre”“") Fl] f.s.

€St

nun
()X, = ess supE;| B(O[P.(1)-C]

3

<BOP,(1) P, —f.s. vte[0,T]
und wir gelangen schliel3lich zur

<ess supET[B(r)F’l(T)|Ft]

Folgerung 1.6.3
Die Aktie, auf die die AO lautet, ist mindestens soviel Wert wie die AO selbst, d.h. es
gilt

X, <P(t).
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2. Die optimale Austibung Amerikanischer Optionen

2.1 Zur Einstimmung

In diesem zweiten Kapitel werden wir uns nun dem Problem der Bestimmung des
optimalen Austbungszeitpunktes fur eine Amerikanische Option zuwenden.

Im Gegensatz zum Kapitel 1, in dem wir ein Modell in stetiger Zeit entwickelten,
bedienen wir uns hier eines Modells in diskreter Zeit. Aufbauend auf die Arbeit von
WERNER JAMMERNEGG [6] wollen wir eine optimale Entscheidungsregel fir die
Ausibung der Amerikanischen Option herleiten. Wir mussen jedoch in den
folgenden Abschnitten erst noch einige theoretische Grundlagen schaffen, die uns
den Weg zu unserem Hauptziel ebnen. Dabei ist der Bayessche Satz fur Dichten,
wie er im Abschnitt 2.4. bewiesen wird, eine der tragenden Saulen unseres
stochastischen Entscheidungsmodells.

Gehen wir nun von folgender Situation aus: Der Ertrag bzw. der Gewinn aus einem
risikobehafteten Wertpapier (z.B. einer Aktie) wird durch die Wahrschein-
lichkeitsverteilung v, beschrieben, die von einem unbekanntem Parameter 9 e® cR

abhangt. Nun beobachtet der Entscheidungstrager die Gewinne (r,r,,...r,) im
Verlaufe der Zeit. Es erhebt sich jetzt die Frage, ob es nétig ist, alle Werte (r,r,,....r,)

fur die Bestimmung von 3 zu benutzen und damit unter Umstanden eine gewaltige
Menge an Daten zu speichern, oder ob man diese Informationen auf irgendeine
Weise derart reduzieren bzw. verdichten kann, ohne dal3 relevante Informationen
bez. des unbekannten Parameters verlorengehen. Diese Uberlegung fiihrt uns zu
dem Begriff der suffizienten Statistiken bez. eines Parameters fur die betreffende
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Wenn wir vom Bayesschen Standpunkt aus an das
Problem herangehen, so héangt die Schatzung des Parameters 3 nicht nur von den
Werten (rl,rz,...,rk), d.h. also von einer Folge von Realisierungen der reellen

ZufallsgroRe R, ab, sondern auch von der A-priori-Verteilung des Parameters 9S.

Diese Verteilung widerspiegelt in gewisser Weise die subjektiven Erwartungen und
Eigenschaften des Investors, d.h. der Entscheidungstrager kann seine Erfahrungen
und Erwartungen mittels geeigneter Annahmen (ber diese A-priori Verteilung
einflieBen lassen. Es wird sich spéter zeigen, dal3 mit Hilfe der konjugierten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen die  Berechnung der A-posteriori-Verteilung
vereinfacht werden kann, d.h. A-priori- und A-posteriori-Verteilung gehéren einer
bestimmten Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen an, namlich, wie in
unserem Fall, der Exponentialfamilie.
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2.2. Suffiziente Statistiken

Sei X=(X,....X,) eine zuféllige Stichprobe (SP) vom Umfang n, wobei X,,...,X,

reelle, unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit der gemeinsamen
Verteilung v, fir festes 3 e® cR sind. Zur Begriffsbildung sei hier auf Anhang A4

verwiesen. Den Stichprobenraum fir die X, 1<i<n bezeichnen wir mit &.

Aufgrund des unter Umstdnden riesigen Speicheraufwandes fir die Daten bei
wachsendem Stichprobenumfang n, wollen wir eine Statistik T(x) finden, die alle
Daten verdichtet und die fur uns wichtigen Informationen bez. 3 enthalt. Weiter ist es
in unserem Fall winschenswert, dal3 die Dimension von T(x) konstant ist, d.h. sie
soll sich nicht verdndern, auch wenn der Stichprobenumfang sich andert.

Definition 2.2.1
Sei X =(X,,...,X,) eine Stichprobe vom Umfang n mit X,,...,X, als unabhéngige und

identisch verteilte Zufallsvariablen mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsverteilung
vy, 3 €e®cR . Eine Statistik Y :=T(X)=T(X,...,X,) hei8t suffizient fur 9 genau
dann, wenn die bedingte Verteilung von X bei gegebenen Y und 3 nicht vom
Parameter 3 e® abhéangt.

Beispiel (fur Bernoulli-Verteilung):
P(X, =1 =p und P(X, =0) = (1-p), mit O<p<1.
Unsere Behauptung ist nun Y, :T(X)=in ist suffizient bez. 9=p.

Wir missen zeigen, dal3 die Verteilung
P(X=x> X, =y)
unabhéngig von p ist.
Es gilt
P(X=xY,=y)
P(Y.=Y)
Y, ist binomialverteilt gemani

p(v, =y =("Jpra-pr
y

P(X=XY, =y)=

Mit A(T):= {xT(x) = T} gilt dann
P(X=%Y, =¥)=P(X; = Xpeees X, =X, Jlay (X)

=TT @P* Juy
o2 ap) &

=p'-p)"’

‘IA(y)(X)

Und damit ist dann

P(XxYny)ﬁ.
y
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Dieser Term hangt also nicht mehr von p ab.

Wir bezeichnen im folgenden die Wahrscheinlichkeits-/Dichtefunktion der
Wahrscheinlichkeitsverteilung der diskreten/stetigen Zufallsvariablen X mit

vs(X)
mit x=(X,,...,x,) eX", $ eOcR .

Da der Nachweis der Suffizienz in den meisten Féallen recht kompliziert ist, wollen wir
hier ein einfacheres Kriterium vorstellen. Das Faktorisierungskriterium von Neyman-
Fisher gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung fur die Suffizienz einer
Statistik T an:

Satz 2.2.3
Sei X=(X,....X,) eine diskrete/stetige Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeits-
/Dichtefunktion v,(x), xeX", 3 e®cR .

Eine Statistik T(X) ist suffizient bez. 9 genau dann, wenn nichtnegative Funktionen
g,,.h: X" ->R " existieren, so dal’} v3 €0 qilt:

vy (¥) = gy (TOY)h(x) (2.2.1)

Beweis:
Fir den diskreten Fall.
Mit X ist auch T(X) diskret.
d, (% T(x)) sei die Verteilungsfunktion von (X, T(X)) und
g;(T(x)) seidie Randverteilung von T(X).
a) T(X) sei suffizient bez. S, fur alle T(x)=T, fur die gilt g;(T(x))>0 gilt dann
(gemalf der Definition der Suffizienz), daRR die bedingte Verteilung von x unter
T(x)=T folgende Gestalt besitzt:
dy (X T) _ {W(X) furTx)=T

g, (T) 0 sonst
wobei w(x) >0 von 8 unabhangig ist.
Dann ist

d,(x,T) =

w(X)g,(T) fuarT(X)=T
0 sonst

Es gilt aber auch

4, (xT)= {ps(x) fur Tx) =T
0 sonst
Daraus folgt dann die Behauptung mit
h(x) = w(x)
9, (T(X) = g, (T(x))
b) Es gelte

P, (X) = g, (T())N(X)
mit nichtnegativen Funktionen g und h. Die Randverteilung g;(T(x)) von T(X)
ist gegeben durch

gy (TON = D P, (x) =p,(T(X) D h(x)

x:T(x)=T x:T(x)=T
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und damit gilt:

d (x )= |9 (TOANC) fUrTeO=T
o 0 sonst

Wir zeigen nun nur noch, dal3 die bedingte Verteilung von X fir T(X)=T
unabhéangig von 9 ist.
Fir alle T mit g >0 gilt:

dy(xT) _ h(x)

g,(M X h(¥

X:T(x)=T

Der stetige Fall kann in &hnlicher Weise gezeigt werden.

Eine Forderung an die Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die unsere Marktwerte bzw.
Investitionsgewinne kennzeichnet, ist, daf} sie zur sogenannten Exponentialfamilie
gehdoren.

Definition 2.2.3
Eine parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist eine
(einparametrische) Exponentialfamilie, wenn deren Wahrscheinlichkeits- bzw.
Dichtefunktion v,(x), x e X" fur alle 9 e® die folgende Darstellung besitzt:

v, (x) = a(9)h(x) exp{t(x)b(9)}
wobei a, h, t und b reelle Funktionen sind.

Fur die Stichprobe X=(X,...,X,) mit Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion
fy(Xpron X,) = (X))~ F, (x,) gilt sofort fir x=(x,,...,x,) eXund § €®:

f, (X) = A(9)H(X) exp{T()b(9)} (2.2.2)
mit A(3):=a(8)", H(X):=h(x,)-..h(x.), T(X) = t(x,)+...+t(x ) .

Damit sehen wir sofort: Wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen
X, 1<i<n zur einparametrischen Exponentialfamilie gehort, so gehort auch die

Wahrscheinlichkeitsverteilung  von X =(Xpn X,) zur  einparametrischen
Exponentialfamilie.

Folgerung 2.2.4
Wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X, 1<i<n zu einer

einparametrischen Exponentialfamilie mit Parameter 3 gehort, dann ist T(X) in
(2.2.2) eine eindimensionale suffiziente Statistik fir 9 €©.

Wir geben nun einige Beispiele fur Verteilungen an, die eine suffiziente Statistik bez.
des unbekannten Parameters 3 besitzen. Wir werden in unserem spateren Modell
fur die Auslibung der Amerikanischen Optionen vor allem diese Verteilungen
betrachten. Sie gehtéren auch samtlich der einparametrischen Exponentialfamilie an.

Beispiele 2.2.5:

Wahrschein- Name bzw. X ® (minimale) Verteilung von
lichkeit- Abkirzung suff. Statistik Y
/Dichtefunktion )
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x(1_ Q)X {0, 1} (01 1) Y = X,
9 (1 9) Bernoulli " Z I b(n, 8)
b(1, 9)
Xotflgot o G
amma R* R* Y, = X,
F((X,) G(OL, S) Z G(n(x, 9)
(x-9) Y,=> X
1 exp 2 |Normal R R Z‘ N(ng, nc?)
2nc N(9, c”)
7(Iogx—9 Yn = Xi
1 e 2o |Log-Normal R* R H LN(n9, nc?)
216X LN(9, ¢7)
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2.3. Der Bayessche Satz fiir Dichten

Fur unsere  weiteren Betrachtungen  benétigen  wir nun  bedingte
Wahrscheinlichkeiten und bedingte Dichten, die wir nun einfihren wollen. Doch
zuerst mochten wir die allgemein bekannte Definition fur die bedingte
Wahrscheinlichkeit angeben:

Definition 2.3.1
In einem Wahrscheinlichkeitsraum [Q,F,P] seien zwei Ereignisse A,B e F gegeben,

mit P(B)>0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der
Bedingung B wird mit P(AB| bezeichnet und es gilt
P(ANB)

P(AB) = "6

Es gilt nun folgender

Satz 2.3.2
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum [Q,F,P] seien beliebige Ereignisse A, eF mit

|:>{I1 Ak} +# 0 gegeben. Es gilt dann

k=1

P{II Ak} = P{Al}P(A2|Al)-...-P(A,|L111Akj :

k=1

Beweis:
Wir ersetzen die bedingten Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite durch
ihre Definition als Quotienten und erhalten durch anschlieRendes Kiirzen:

) . P f A, P fl A | P II Ay
P Al}p(A2|Al)-...-P(Al|}1Ak) —P(A,) P(gl(Al)Az) , P(E\kl; Ajz) PEEA% -PE; Ak%

o 4] |

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt nun sehr leicht der Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Satz 2.3.3
Es sei ein Wabhrscheinlichkeitsraum [Q,F,P] mit Ereignissen AC, eF k&N

gegeben. Es gelte weiterhin YC, =Qundfiri=j C, nC, =g . Dann gilt

°[A} - SP(ACP(C)

Beweis:
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Weil die Ereignisse C, ein vollstandiges Ereignissystem bilden, gilt:
A=AYC, =Y(ANC,)
k k
Da nun die C, paarweise disjunkte Ereignisse sind, gilt
P(C)

P(A) = ZKZP(Aka) = ZKZP(Am C)5 c) Zk:P(A|Ck)P(Ck)

Aus der Definition 2.3.1 und dem Satz 2.3.3 von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt
nun die bekannte

Bayessche Formel
Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes gilt

P(AIC,)P(C))

")~ P e

VA,C, eF (2.3.1)

Beweis:
Unter Verwendung der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und des
Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt folgendes:

P(AnC))  P(AIC)P(C))

P(A) Zk:P(A|Ck)P(Ck)

P(Cj|A) =

[ ]
Wir wollen im folgenden die Bayessche Formel fir Dichten von Verteilungen
herleiten. Dazu flhren wir die gemeinsame Verteilung zweier Zufallsgrof3en X und ©
auf unserem Wabhrscheinlichkeitsraum [Q,F,P] ein. Der Zufallsvektor Z:=(X,0) besitzt

dann die Verteilungsfunktion
F,(x9):=P{X<x0 <9}

mit der zugehorigen Dichte f,(x 9), d.h. es gilt

X 9
Fz(x,S)zj_[fz(u,v)-du-dv VX, 9 eR .

Die Dichten der Verteilungen fur X bzw. fir ® ergeben sich dann als folgende
Randverteilungen:

(= [1,6.9)d9
bzw. f,():= sz(x,-)dx.

Wir benotigen nun den Begriff der bedingten Dichte und bringen deshalb die
folgende Definition.

Definition 2.3.4
Es sei Z=(X,0) ein stetiger Zufallsvektor. Die Funktion f(x|8) hei3t dann bedingte

Dichte der Zufallsgréf3e X unter der Bedingung ©=3, falls vx, 9 eR qgilt:
f,(x 8) =f(x9)f, (9)
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Wir sind nun in der Lage, die Bayessche Formel fiir Dichten anzugeben:

Bayessche Formel fiir Dichten
Far f,.()>0 gilt
f(x9)f, (9
f(8fx) = — LIRS (2.3.2)
j f(x|8)f®(8)d8

—00

Beweis:
Nach der Definition der bedingten Dichte durch Einsetzen der entsprechenden
Randverteilungen gilt sofort:

flop) = ex®) __TBI®
f () ff(x|8)f®(9)d9

-0

[ J
Wir bezeichnen die Randverteilungsdichten auf der rechten Seite im folgenden als
A-priori-Dichte und die bedingte Dichte auf der linken Seite der Gleichung als A-
posteriori-Dichte.

Fur E[|®|]<oo bezeichnet man
+J?S}f(8|x)d8 =:E[®|x]

auch als bedingte Erwartung der ZufallsgréRe © fur {X=x}. Einige Eigenschaften
der bedingten Erwartung findet man in Anhang A4.

Beispiel 2.3.5:
Es sei nun X normalverteilt, d.h. N(S,GZ), mit unbekanntem Parameter 3 e® cR . Die

A-priori-Verteilung = von J sei auch eine Normalverteilung, namlich N(u,rz) mit
bekannten Parametern u und t*. Dann gilt fir die gemeinsame Verteilungsdichte

h(x,9):
x4 (2 B2

21oT T o

Um die Randverteilungsdichte f, (x) zu bestimmen, definieren wir nun:
gty _o+T
- TZ 02 GZTZ
Die quadratische Erganzung liefert dann folgendes:

2 2
1 [S—M] [X—S] 1 (1 1) 5 (p X) (uz ij
= + =2 S+ 92 S+ S 9+ S+
2( 72 o’ 2|\t? &? ? o i o

2 2
BRI
2 p\t° © 2\t o
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Daraus folgt nun:

1

h(x,9) =

(%9) 2not
und

m(x) = _[h(x, 9d9’ = 1 exp{— (M_—X)}
Schlief3lich gilt dann:

2
h(x,9) p 1 1( u X)
glx) = X2 _ [P —Zpl9-Z|E+=

n( |X) m(x) 21 exp{ ZP{ P 12+02

Beachte jedoch, dal3 die Randverteilung von X eine N(u,czﬂz)-Verteilung ist und

die A-posteriori-Verteilung des Parameters J bei gegebenen x eine N[H(X),lj'
p

2 2

2
Verteilung ist mit H(X)=E(%+L)= o W+ T x=x--2 (x—p).
P\T

c?) o’+1? o2 +1° o +1°

Wir kénnen auch weiterhin zeigen, daf} diese Normalverteilung bei standiger
Beobachtung gegen eine Einpunktverteilung strebt:

Dabei interessieren wir uns hauptsachlich fur die Varianz, denn wenn wir das
Verschwinden der Varianz zeigen, so strebt diese Verteilung gegen eine
Einpunktverteilung.

Es sei nun 3 A-priori verteilt nach N(u,tf,) und die Verteilung fir x sei wiederum

N(S,Gz). Die obigen Uberlegungen haben gezeigt, daRR die Varianz <? nach der
Realisierung X=x, die Gestalt hat:

G+ 1,
Iterieren wir obiges Herangehen, so folgt fir die nachsten Realisierungen
X=x,und X =x,:

2 2
2 O°T,
2 2 2 2
‘Cz_ o T, _ G+‘C0
27 2 2 2.2
c°+1; 2, O°T,
G+ 2 2
c°+1,
2_2
o1,
2 2 2 2
_ O +% _ o't
2 2 2
14 To " +21;

2 2
G +1,
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2_2 2 _2
7 7T . .
= —==——2— und schliel3lich:
6 +1, o +31,

2.2 2.2
»  ©C1T., _ OT

n— 2 2 2 2"
c°+1,, O +n1,

Wir sehen daraus sofort, dal fliir n— o dieser Ausdruck verschwindet, was wir
zeigen wollten. Daraus folgt, dalR bei fortdauernder Beobachtung der Realisierungen
der ZufallsgroRe X die A-posteriori-Verteilung des unbekannten Parameters gegen
eine Einpunktverteilung mit der Masse im "wahren" Parameter, der der Verteilung
zugrunde liegt, strebt.

Die A-posteriori-Verteilung des Parameters ist nach n Beobachtungen dann die

Normalverteilung N(p(n, y),rﬁ). Wir wollen nun noch den Parameter p(n,y) nach n
Beobachtungen berechnen, wobei y, = x,+...+x, ist.
Nach der ersten Beobachtung galt
1 clu+tl
HELY,) = (Y,) =—(%+y—;] e
p\t, © c°+1,
Iterieren wir dieses Verfahren, so erhalten wir
2 GZH"'T(Z)yl_,r_ GZTS

X

c’udy,) + X, o’ +12 ol 4127
“(Z’yz): 2 2 = 2 2
o +1; T
o +— 2
6" +1,

2 2 2
ocuU+Vy, T, +X,T :
_ L+Y;T, 22 ° _ und mit Y, =X+ AX, =Y, ,+X, VvVn>1

T
(02+r§)(1+ - Zj
o’ +1,

_ o’ + yl‘cg + thg _ o’ + yzrg

ilt
g c’+12+12 o’ +212
und allgemein fir n Beobachtungen:
clu+1;
u(ny,) =B TYn

o’ +nt’
2.4. Konjugierte A-posteriori-Verteilungen

Vom rechnerischen Standpunkt aus ist es naturlich winschenswert, daf3 sowohl die
A-posteriori-Verteilung u fir den Parameter, als auch die A-posteriori-Verteilung p fur
die Zufallsvariable X Mitglieder einer bekannten Familie von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen sind. Dies sollte fir jede Stichprobeninformation, ausgedriickt
durch (n,y), gelten.

Definition 2.4.1
Wenn die A-priori-Verteilung p und die A-posteriori-Verteilung p des Parameters 3

far alle (n,y) zu derselben Familie von Verteilungen gehdren, so nennen wir dies eine
(natlrliche) konjugierte Familie von Verteilungen.

Diese Bezeichnung druckt die spezielle funktionelle Beziehung zwischen den
Verteilungsfamilien der Zufallsvariablen X und der des Parameters aus.
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Ein konkretes Beispiel ist auch schon bei der obigen Herleitung der A-posteriori-
Verteilung bei normalverteiltem X und fur nomalverteiltes 3 angegeben worden. Eine
Zusammenfassung finden wir in folgender Tabelle. In der vierten Spalte dieser
Tabelle sehen wir auch den Typ der A-posteriori-Verteilung p der Zufallsvariablen X.

Beispiele 2.4.2
W-Verteilung A-priori-Verteilung | a-posteriori Vert. a-posteriori Vert.
Vg H U p
Bernoulli Beta Beta b(1,p(n,y))
b(19) B(y,5 B(y +V,8+n— +
(v,9) (v +y. y) o(ny)= Y
Yy+d+n
Gamma Gamma Gamma Pearson-Typ VI
G(a, 9) G(y,9) G(y +na,d+Y)
Normal Normal Normal Normal
N(8,5%) N(k, ©°) N(u(n,y), ) N(u(n,y),c” +17)
_Ty+o’u 2._ 0T
h(n.y):= ©n+o’ T T ol
Lognormal Normal Normal Lognormal
LN(9, %) N, %) N(p,(n,y), ©2) LNG,(n,Y), 6% +12)
v’ log{y! + ¢
w(ny):= %
T N+ao

Bei Wahl derartiger Verteilungen fur unsere Marktwerte bzw. fur die unbekannten

Parameter wird es also

bestimmen.

relativ

leicht sein,

die A-posteriori-Verteilungen zu
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2.5. Das Modell zur Ausiibung Amerikanischer Optionen

Wir kommen nun zu dem Hauptgegenstand dieses Kapitels, namlich zum Herleiten
eines Modells, das uns gestattet, den optimalen Zeitpunkt flr die Austbung einer
Amerikanischen Option zu bestimmen. Doch zuvor wollen wir noch einen Vektor
einfihren, der es uns gestattet, die Informationen, die uns bis zum Zeitpunkt t=n zur
Verfligung stehen zu beschreiben.

Den Vektor (k,b)ez xR * bezeichnen wir als Zustandsinformation zur Zeit t=k-L,

wobei der Zeitpunkt t=0 den Zeitpunkt des Erwerbs unserer Option darstellt. Die
Grolle b ist der Wert unserer suffizienten Statistik bezuglich der Marktwerte zum
Zeitpunkt t=k-L. Wie zu sehen ist, beginnen wir jedoch schon vor dem Zeitpunkt t=0,
namlich zur Zeit t=-L, L>0, mit der Sammlung von Informationen Uber den
Kursverlauf unserer zugrundeliegenden Aktie. Der Zeitpunkt t=T markiert den
Verfallszeitpunkt, d.h. den Zeitpunkt, an dem unsere Option ablauft. Wir haben bei
einer Amerikanischen Option also das Recht erworben, innerhalb der Zeitspanne
beginnend mit t=0 und endend mit t=T eine Aktie zu einem am Kaufzeitpunkt
festgelegten Preis C zu kaufen, d.h. zu jedem Zeitpunkt te{12,3,...,n,...,T}.

Wir wenden uns nun dem Marktwert unserer Option zu. Dazu nehmen wir an, daf3
dieser  beschrieben  wird durch  die reelle  ZufallsgroRe R, eR,

te{-L,-L+1,...,0,...,T-1,T}. Diese R, nehmen also zu jedem Zeitpunkt t Werte aus
dem selben Zustandsraum X =R an. Wir nehmen im weiteren an, dal3 diese
ZufallsgroRen R, verteilt sind nach einer Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Dichte
v, , die von einem unbekanntem Parameter 8 e® <R abhangt. Wir beschranken

uns im weiteren bei der Wahl von Verteilungen auf die stetigen aus dem Beispiel
2.4.2 und nehmen an, dal} die Marktwerte eine unabhangige und identisch verteilte
Folge von Zufallsvariablen bilden. Fir diese existieren dann suffiziente Statistiken
b:T(rﬁL,...,rt)zYI jeweils zu Beginn einer Periode t, 1<t<T+1. Daraus folgt nun,

dal3 die oben eingefiihrte Zustandsinformation zu Beginn der Periode t gegeben ist
durch (k,b) mit k=L+1+t. Aus Beispiel 2.2.6 wird ersichtlich, da nach dem Ubergang
von k nach k+1 die Zustandsinformation wie folgt aussieht:

b+r fur Bernoulli-, Gamma -

(k,b) = (k + 1 v(b,r)) mit v(b,r) = und Normalverteilung
b-r fir Log-Normalverteilung

Wenn wir nun den unbekannten Parameter 3 e® cR betrachten und annehmen, er
sei verteilt nach der A-priori-Verteilung mit der Dichte =, dann laR3t sich mit Hilfe des
Bayesschen Satzes fir Dichten die A-posteriori-Verteilung = =mn(kb;) fir den

Parameter 3 e® cR angeben, namlich
[ atk.b; 9)(d9)
ﬂKhD)

wobei g(k,b;;) die Dichtefunktion unserer suffizienten Statistik b ist. Mit Hilfe dieser A-
posteriori-Verteilung und der Anwendung des Bayesschen Satzes kénnen wir nun

=-2p , DcO
[ 9. 8)7(d9")
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die  A-posteriori-Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte g, = qt(k,b;-) fur  unsere
Marktwerte zum Zeitpunkt t angeben:
q,(k,b;G) = j v, (G)n(k,b;d3), G X.
®

Weiterhin haben wir zu jedem Zeitpunkt te{lZ,...,T} die Mdglichkeit, zu entscheiden,
ob wir die Option ausiben oder nicht. Das bedeutet, wir haben zwei alternative
Aktionen zur Verfugung, und deshalb fihren wir nun die Aktionenmenge
{A(x), XEX} ein mit
A(X)=A={01}, vxeX
_|0: die Option wird nicht ausgeubt
~ |1: die Option wird ausgetibt

Die Gewinn- bzw. Nutzenfunktion flr den Zeitpunkt 1<t<T sei J,. Sie stellt den

gesamten erwarteten Nutzen ab dem Zeitpunkt t bis zum Verfall der Option dar.
Wenn wir nun noch die Endnutzenfunktion J,, =0 einfuhren, da bei t=T+1 unsere

Option abgelaufen ist und somit keinen Nutzen mehr erbringen kann, so erhalten wir
unser

stochastisches Entscheidungsmodell
Fur die optimale Auslbung unserer Amerikanischen Option nutzen wir folgendes
stochastisches Entscheidungsmodell:

M =|(x {0z a kb3, XIr],

t=1.
wobei wir die Bezeichnung der einzelnen Komponenten von oben tibernehmen.

Fir die weiteren Betrachtungen benétigen wir noch den Begriff des A-posteriori-
Barwertes N(k,b) unserer Option, dieser berechnet sich zum Beginn einer jeden
Periode t, 1<t< T, wie folgt:

N(k, b):= j rg(k,b;dr)—C.
Wie zu sehen ist, stellt er den erwarteten Marktwert bezlglich der A-posteriori-

Ubergangswahrscheinlichkeit, vermindert um den Austibungspreis C dar. Er wird bei
der Suche nach einem optimalen Austibungszeitpunkt eine wichtige Rolle spielen.

Da die Nutzenfunktionen J, den gesamten Nutzen von t an bis zum Verfall

darstellen, uns jedoch der erwartete Gesamtnutzen interessiert, bendtigen wir fur die
Formulierung unseres Entscheidungsproblems noch den Begriff des maximalen
bedingt erwarteten Gesamtnutzens.

Definition 2.5.1
Der maximale bedingt erwartete Gesamtnutzen von der Periode k an bis zum
Verfall der Option, unter der Bedingung, dal3 die Vorgeschichte (k,b) als
Zustandsinformation gegeben ist, wird definiert durch

Ji(k,b):= SLEJAp{Jt(k, b,a)} .

Nun sind wir in der Lage, das Entscheidungsproblem zu formulieren:
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Gesucht ist eine Folge
f=(ff,....F)

von Entscheidungsfunktionen mit
f(k,b) €A,

die unseren Gesamtnutzen maximiert.

Zur Losung dieses Problems nutzen wir eine Version eines Satzes von HINDERER [5],
den wir an dieser Stelle nur kurz angeben wollen.

Satz 2.5.2
Die Folge der maximalen bedingt erwarteten Gesamtnutzen {J;‘} genugt der

Optimalitatsgleichung
J:(k,b) = sup{nt(k, b,a) + Bj J.,(k+1v(b,r),a)q(kb; dr)}
=UJ,

t+1

Zu einigen Bemerkungen sei auf Anhang A5 verwiesen.

Dieser Satz gibt uns nun die Mdglichkeit, unser stochastisches Entscheidungsmodell
M =[(x,{A(x), x e X},q,(k,b;), Jt)tzl__T,x, J.,| fur die Ausiibung Amerikanischer

Optionen zu I6ésen und die Gewinnfunktion iterativ zu bestimmen.

Stellen wir uns nun auf den Standpunkt, dal3 wir schon am Verfallszeitpunkt der
Option angelangt sind, d.h. wir befinden uns im Zeitpunkt t=T. In diesem Zeitpunkt
sei unsere Zustandsinformation gegeben durch (k’,b"). Setzen wir nun
n(K'b',a,):=aNK’b),
dann nimmt die Optimalitatsgleichung folgende Gestalt an:
I (kb) = fug{aTN(k’,b’) +@1-an)pfd, (K +lv(b’,r))qT(k’,b’;dr)} .
Diese Gleichung muf3 nun geltst werden. Wir erinnern nochmals daran, daf3 wir uns
bei der Wahl der Verteilungen auf die stetigen aus Beispiel 2.4.2 beschranken
wollen. Fir diese existieren die Erwartungswerte, und sie sind endlich. Damit wird
das Supremum auch angenommen und wir kdnnen schreiben

3, (k.b) = max{a,N(',b)+ (1-a,)B[ ., (k' + L v(b'1)ai (K’ b dn)}
Wir besitzen jedoch nur zwei Alternativen als Entscheidung. Entweder tben wir die

Option aus (a=1) oder wir warten eine weitere Periode, und tben sie somit nicht aus
(a=0). Damit nimmt unsere Gleichung folgende Gestalt an;

N(k’,b") a, =1
J.(k,b) =
r(kb) B j J_ (k' +1v(p . n)g, (k' bidr) a, =0
Da unsere Option zum Zeitpunkt t=T verfallt, gilt J
J:(k,b) = max{N(k’,b"),0} .

=0 und somit

T+1

Ist also der erwartete Barwert der Option gréf3er Null, so werden wir die Option zum
Zeitpunkt t=T austben, damit lautet unsere Entscheidung fur diesen Zeitpunkt
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. {O N(k’,b"') <0

a;i=
1 sonst

Gehen wir einen weiteren Schritt, und nehmen wir an, wir waren erst im Zeitpunkt
t=T-1, und wir nehmen weiter an, unsere Zustandsinformation sei (kb) Wir

konnen nun analog wie eben vorgehen. Die Optimalitatsgleichung lautet dann wie
folgt:

I (k") = sup{aHN(k”,b”) +(1-a, B[, (k" +1v(b”,r))qH(k”,b”;dr)}

ar_ €A

bzw. aus denselben Griinden wie oben:

3, 4k, b") = maxar N, b) +(L-ar B[ I, (kK +Lv(b",))dy (kb )}
Um das Maximum zu bestimmen, mussen wir wiederum nur die zwei uns zur
Verfligung stehenden Handlungsalternativen betrachten und gelangen zu folgender
Gleichung:

N(k'",b"") a,, =1

B j J (k" +1v(b",n)a, (k" b;dr) a,, =0
Damit lautet unsere Optimalitatsgleichung fur den Zeitpunkt t=T-1

J: (k"b") = max{N(k”,b”),B [RECE +lv(b”,r))qT_l(k”,b”;dr)} .
Damit sind wir wiederum in der Lage, die optimale Entscheidung fir den Zeitpunkt
t=T-1 anzugeben:

o 0 N(k",b")sBj J. (K" +1,v(b",1))q,_, (k" b";dr)

" |1 sonst

Iterativ fahren wir fort bis zum Zeitpunkt t=1. Dort sei unsere Zustandsinformation
gegeben durch (k,b). Nach analoger SchluBweise folgt dann fir den maximalen
bedingt erwarteten Gesamtnutzen

Ji(k,b) = max{N(k, b), BI J,(k+1,v(b,r))a,k,b; dr)} ,
sowie flr die optimale Entscheidung
v {o N(k,b) < Bj J,(k +1,v(b,r))a, (k, b;dr)

memwv={

1 sonst
Wir haben nun das Entscheidungsproblem geldst, denn mit der Setzung
f:=(a,...,a})

gemaR o= {o: fiar N(k,b) < B . (k + 1 v(b,1))q (K, b;dr) 23.1)

1 sonst

fur 1<t<T stellt f* die gesuchte optimale Entscheidungsregel fiir das stochastische
Entscheidungsmodell fir die Ausibung der Amerikanischen Optionen dar.

Wir haben nun eine recht einfache Entscheidungsregel flr unser Ausgangsproblem
gefunden, und sie besagt: falls zu einem Zeitpunkt t der erwartete Barwert unserer
Option groRRer ist, als der erwartete verbleibende Gesamtgewinn der folgenden
Perioden, so ist es optimal, die Option zum Zeitpunkt t auszuiben.

Da die optimale Entscheidungsregel jedoch eine Funktion der Zustandsinformation
(k,b) ist, ist es im allgemeinen nicht optimal, die Option zum Verfallszeitpunkt T
auszulben. Wir werden nun einen Spezialfall angeben, in dem es niemals optimal
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ist, die Option vor Verfall der Option auszuiben. Dazu betrachten wir einen
myopischen (kurzsichtigen) Entscheidungstrager, d. h. einen Entscheidungstrager,
der durch einen Zeithorizont der Lange 1 charakterisiert ist. Zum Beginn einer jeden
Periode t, 1<t<T-1, wird er mit zwei Alternativen konfrontiert: entweder tbt er die
Option zum Zeitpunkt t aus und erhalt N(k,b), oder er entscheidet sich, die Option

zum Zeitpunkt t+1 die Option auszuiben und BjN(k+1v(b,r))q(k,b;dr) zu erhalten.
Zum Zeitpunkt T Ubt der Besitzer die Option aus, falls gilt N(k,b)>0.

Satz 2.5.3
Far (k,b) eN xR sei

N(k,b) < B[ N(k + 1 v(b.r)a(k, brdr), (2.5.4)

dann gilt fir 1<t<T-1:
f=0.

Beweis: Es gilt offensichtlich
3j Joa(k+1v(bn))ack,b;dr) =
- BJ' max{N(k +1,v(b,r)), BJ. Jio(K+2,v(v(b,r), r’))}q(k, b;dr)
>B j N(K +1 v(b, r))a(k, b; dr) > N(k, b)
Mit (2.5.3) bedeutet dies jedoch nach unserer optimalen Entscheidungsregel
=0. °
Der Sef{z Sesagt also, falls der myopische Besitzer, der durch (2.5.4) beschrieben

wird, die Option nicht ausibt, so gilt dies auch fur den Besitzer, der sich optimal
verhalt.

Es stellt sich nun die Frage, wann denn die Bedingung (2.5.4) erfillt ist. Dazu nutzen
wir ein Resultat aus JAMMERNEGG [6] (siehe Anhang A4), wonach gilt

j N(K +1, v(b, 1))k, b; dr) = N(k,b) .
Damit reduziert sich (2.5.4) auf

N(k, b) < BN(k, b) .
Ist also der Diskontfaktor B kleiner oder gleich eins, so ist (2.5.4) erfullt fur alle
Zustandsinformationen (k,b).

Das heif3t: in einem Modell ohne Diskontierung (d. h. p=1) erhalten wir das Resultat
von Black und Scholes. Und die Entscheidungsregel fur die Austbung der
Amerikanischen Option lautet dann wie folgt:

f =0 V(kb)eN xR, 1<t<T-1

(- 0: N(k,b)<0

" |1: sonst

Es ist somit nicht optimal, die Option vor t=T auszutben. Und im Zeitpunkt t=T Ubt
der Besitzer die Option nur aus, wenn der erwartete Barwert den Ausubungspreis
Ubersteigt. Ansonsten verfallt die Option unausgeubt.
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3. Anhang

Al: Wienerprozel3, Stoppzeiten und Martingale

Bevor wir an dieser Stelle die Begriffe "Wienerprozel3", "Stoppzeit" und "Martingal”
einfuhren konnen, bendtigen wir weitere Begriffe. Wir bezeichnen mit B die
Borelsche o-Algebra.

Definition
Ein stochastischer Prozel3 X heil3t melR3bar, wenn fur jedes A eB(R ”) die Menge

{(t®);X,(0) €A} zu der Produkt-c-Algebra B([O,ao))@F gehort.

Bemerkung

Wenn wir einen stochastischen Prozel3 untersuchen, so setzen wir einen Zeitflu
voraus, d.h. wir kbnnen zu jedem Zeitpunkt t>0 von einer Vergangenheit, Gegenwart
und Zukunft sprechen. Das wirft die Frage auf, wieviel wir von unserem Prozel} zu
diesem Zeitpunkt wissen, verglichen mit dem, was wir in der Vergangenheit wuf3ten
und mit dem, was wir fur die Zukunft vermuten. Dazu statten wir unseren Raum
(Q,F) mit einer Filtration aus, d.h. mit einer nichtfallenden Familie {Ft;tzo} von

Unter-c-Algebren von F, fur die gilt:

F. cF cF mit 0<s<t<co. Und wir setzen F,:= G(YFJ .

t>0

Definition
Ein stochastischer Prozel3 X heif3t adaptiert an {F{}, wenn fiir jedes t>0 X, eine F -
mel3bare Zufallsvariable ist.

Nun sind wir in der Lage, die wichtigsten der im ersten Kapitel verwendeten Begriffe
einzufuhren. Wir beginnen mit dem Wienerprozel3.

Definition
Ein eindimensionaler Standard-Wienerprozel} ist ein stetiger, adaptierter Prozel
W = {W,F;0<t<o},
der auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P) definiert ist und folgende
Eigenschaften besitzt:
W, =0 P-f.s.
W, —W,_ ist fir 0 <s <t unabhangig von F, und normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz t-s.

Zur Erganzung wollen wir einige Eigenschaften des Wienerprozesses angeben, die
in den Blchern von KARATZAS/SHREVE [8] und @KSENDAL [12] bewiesen werden.
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() Der Wienerprozel3 ist ein Gaul3-Prozel3, d. h. fur alle 0<t, <..<t_besitzt

<
die  Zufallsvariable Z:= (W, W, ... W, ) eR" eine (Multi-)

Normalverteilung.
(i) W besitzt fur alle 0<t, <..<t,_ unabhéngige Zuwachse

1 e

W, W, -W, W, =W, ,...W, -W,

Definition

Es sei ein meRbarer Raum (Q,F) gegeben, der mit einer Filtration {F| ausgestattet
ist. Eine zuféllige Zeit T heil3t Stoppzeit der Filtration, falls das Ereignis {T<t} F -
meRbar ist fir alle t=0. Eine zuféllige Zeit T heilt Optionszeit, wenn {T <t} eF, gilt

fur alle t>0.

Optional Sampling Theorem
Es sei {Xt,Ft;OStSoo} ein rechts-stetiges Martingal und S<T zwei Optionszeiten der

Filtration {F} . Dann gilt
B[ X [Fs]= Xs,
sowie EX; =EX,.

Zum Beweis siehe KARATZAS/SHREVE [8, Satz 1.3.22, S.19].

Wir wenden uns nun dem Begriff des Martingals zu und geben anschlielend noch
die im Kapitel 1 angefuhrten Satze Uber den Darstellungssatz und die DOOB-
MEYER-Zerlegung an.

Definition
Ein Prozel3 {Xt,Ft;O St<oo} heiRt Submartingal bzw. Supermartingal, wenn fir alle
0<s<t<w P-f.s. gilt
E[Xt|Fs] > X,
bzw. X [R]<X,.
Der Prozel3 heif3t Martingal, wenn er sowohl Sub- als auch Supermartingal ist.

Bemerkung

Es seien S bzw. S, die Menge der Stoppzeiten von {F| mit
P(T<o)=1

bzw. P(T<a)=1.

Dann gehort X={X,F;0<t<e} zur Klasse D, wenn {X.} _ gleichméaBig integrierbar

ist, bzw. zur Klasse DL, falls {XT}TES gleichmafiig integrierbar ist fur alle 0O<a<oo.

DOOB-MEYER-Zerlegung
Es sei {Ft} eine rechtsstetige Filtration und es enthalte F, alle P-Null-Ereignisse in
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F. Wenn das rechtsstetige Supermartingal {X,F;0<t<ox} aus der Klasse DL ist,

dann besitzt es folgende Darstellung:

X, =M, +A, O0<t<oo,
wobei M={M,F;0<t<cw} ein rechts-stetiges Martingal und A={A F;0<t<w| ein
wachsender Prozel ist.

Diese Zerlegung ist eindeutig.
Ist X aus D, dann ist M gleichmaRig integrierbar und A ist integrierbar.

Zum Beweis siehe KARATZAS/SHREVE [8, Satz 1.4.10, S.24].

Im Beweis von Satz 1.3.5 verwendeten wir eine Version der Bayesschen Formel, die
wir an dieser Stelle angeben wollen.

Lemma
Es sei 0< T < fest und es sei Z(X) ein Martingal. Wenn 0<s<t<T gilt und Y eine F, -
melbare Zufallsvariable ist, fur die gilt

E,[|Y[] <o,
dann gilt die Bayessche Formel:

= 1

ET[Y FS] = mE[YZt(X)

FS] Pund P, —f.s.

Auch dazu findet man den Beweis in KARATZAS/SHREVE [8, Lemma 3.5.3, S.193].

Im Kapitel 1 haben wir auch haufig den Darstellungssatz fir Martingale verwendet.
Dazu geben wir nun zwei Satze an.

Satz
Es sei W = {Wt,Ft;O <t< oo} ein Wienerprozel3 auf dem Wahrscheinlichkeitsraum

[Q, F,P] und es sei {Ft} eine wachsende Folge der durch W erzeugten Filtration.
Dann gilt fir ein quadratisch integrierbares Martingal M = {Mt,Ft;O <t< oo} mit M, =0
und rechts-stetigen Pfaden mit linksseitigem Grenzwert f.s., daf3 ein progressiv

meRbarer ProzeR Y ={Y,,F;0<t<w| existiert, so daB gilt:

;
EI(Yt)zdt< o flr 0<T<o
0

t
und M, = [ Y,dW, fir 0<t<co.
0

Insbesondere gilt, dal3 M stetig ist.

Siehe dazu KARATZAS/SHREVE [8, Theorem 3.4.15, S.182].

Satz

Unter den Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes sowie, dal § eine F, -
mefRbare Zufallsvariable ist mit E€* < o, S0 existiert ein progressiv mel3barer Prozel3
Y, derart, daR gilt
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g=E&+[Y,dw, P-f.s.
0

Dieses Resultat wird in KARATZAS/SHREVE [8, Proposition 3.4.18, S.185] bewiesen.
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A2: Das It6-Kalkil und die It6-Formel

Wir wollen an dieser Selle einen kurzen Einblick in das Itdsche Kalkil geben. Fur ein
weitergehendes Studium empfehlen wir insbesondere die Lehrblcher von KARATZAS
& SHREVE [8] sowie JKSENDAL [12].

Es sei M die Klasse von Funktionen
f(t©):[0,0)xQ >R ,

die folgenden Bedingungen gentigen:
0] (t,w) = f(t,o) ist B x A -mel3bar, wobei ¥ die Borelsche o-Algebra auf
[0,0) bezeichnet.
(i) es existiert eine nichtfallende Familie von c-Algebren H,t>0, so daf}
a) Wy ein Martingal bez. H,,t>0 ist und
b) f, H -adaptiert ist.

(iii) PU'f(s,co)zds < oo, Vt> Oj =1.

Definition
Es sei W, der eindimensionale Standard-Wienerprozel3 auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum [Q,A,P]. Ein stochastisches Integral ist ein stochastischer Proze8 X,

auf [Q,A,P] der Form
X, =X, + j u(s, m)ds + j v(s,@)dW, ,
0 0

wobei veM ist mit

t
PU V(s,0)*ds < oo, Vt > O] =1.
0

Weiterhin setzen wir voraus, dald u H,-adaptiert ist und daf3 gilt
t
PU|u(s,(o)|ds < oo, Vt > O} =1.
0

Ist X, ein solches stochastisches Integral, so schreiben wir auch haufig
dX, = udt+vdWw, .

Wir kommen nun zum Hauptgegenstand dieses Abschnitts, namlich der

eindimensionalen It6-Formel
Es sei X, ein stochastisches Integral

dX, = udt+vdWw, .

Es sei g(t,x) eCZ([O,oo)xR) (d.h. zweimal stetig differenzierbar). Dann ist
Y. =9t X))

wieder ein stochastisches Integral und es gilt
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og og 1 629 2
dY, = =7 (L X)dt+— (6. X)dX, + 2 =5 (¢ X)(dX,)",

wobei weiterhin gilt
dt-dt = dt-dW, = dW, -dt =0, dw, -dw, =dit.

Weiter wollen wir noch die

mehrdimensionalen It6-Formel angeben.
Es sei
dX, =udt+vdW,

ein n-dimensionales stochastisches Integral. Und sei g(t,x) =(gl(t,x),...,gp(t, x)) eine
C? Abbildung von [0,)xR " in R ?, dann ist der Prozef3

Y(t o) =09t X,)
wieder ein stochastisches Integral, dessen Komponenten gegeben sind durch

og og 1< 0°g
dy, = =X (t, X)dt+ Y =X (t,X)dX += k_(t, X)dX.dX. ,
k 8‘: ( ) IZ 6X. ( ) i 2 Z 6X aX- ( ) i j

i i i

wobei weiterhin gilt
dt-dt = dt-dW, = dW, -dt =0, dW,-dW, =35 dt .

Den Beweis und viele Beispiele dazu findet man in @KSENDAL [12], sowie in
KARATZAS/SHREVE [8].
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A3: Die Novikov-Bedingung und das Girsanov-Theorem

Novikov-Bedingung
Es sei W={W,F; 0<t<wx| ein eindimensionaler Standard-WienerprozeR und

Y={Y, F; 0<t<w| ein meBbarer, adaptierter ProzeR, der folgender Bedingung
genugt:

.
P J.Ytzdt<ooj -1
0

10, 2
exp{— I Y, dsH<oo,
— 20

soist Z=e" ein Martingal.

und wenn gilt:

m

Einen Beweis findet man dazu in KARATZAS/SHREVE [8, Seite 199].

Girsanov-Theorem

0,

Es sei ein Martingal Z, :exp{jesdws—%f 2ds} gegeben. Wird nun
0 0
V~\/={V~Vt, F; O£t<oo} definiert geman
VT/t::Wt—J'Gsds, O<t<oo,
0

dann ist W ein eindimensionaler WienerprozeR auf [Q, = 5T], vT €[0,%0) und mit

P.(A):=E[Z,1,] AcF.

Auch dieser Beweis kann in KARATZAS/SHREVE [8, Kapitel 3.5., Seite 190ff]
nachgelesen werden.
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A4: Bedingte Erwartung, Stichprobe, Statistik

In diesem Teil des Anhangs wollen wir kurz den bedingten Erwartungswert einfiihren
und einige Eigenschaften aufzahlen. Fur ein weiteres Studium wollen wir an dieser
Stelle zum Beispiel auf @KSENDAL [12] verweisen.

Es sei [Q,A,P] ein  Wahrscheinlichkeitsraum und es sei X Q—>R" eine
Zufallsvariable, fur die gilt: E[|x|] <o,

Definition
Es sei Hc A eine o-Algebra. Die f.s.-eindeutige Funktion E[X|H]:Q —>R" heilt
bedingte Erwartung von X unter H, wenn sie folgenden Bedingungen gendgt:

(i) E[X|H] ist H-meRbar

(ii) jE[x|H]dP = [ XdP, vH eH

Es sei Y:Q—>R" eine weitere Zufallsvariable mit E[|Y|]<oo, und es seien a,b zwei
reelle Zahlen. Dann gelten folgende Eigenschaften:

) EaX+bYH|=agXH]|+bE[YH],

) E[gxH]=Ex].

1) E[X|H] =X, falls X H-meRbar ist und

V) E[X|H] =E[X], falls X unabhangig ist von H.
Die Beweise dieser Eigenschaften sind recht einfach und werden an dieser Stelle
nicht gefuhrt, kénnen jedoch in oben angegebener Literatur nachgeschlagen werden.

Im zweiten Kapitel spielten die Begriffe "Stichprobe"” und "Statistik" eine wichtige
Rolle. Auch diese Begriffe wollen wir anschlieRend kurz einfiihren.

Definition
Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum [Q,A,P] seien unabhangige Zufallsgré3en
X, X,,..., X, mit derselben Verteilungsfunktion F definiert

F(xX)=P(X, <x), k=1,2,...,n.
Wir nennen Z:=(X1,X2,...,Xn) (mathematische) Stichprobe vom Umfang n aus
einer nach F verteilten Grundgesamtheit.

Fir o, eQ heildt Z(o,)=(x,X,,...,x,) dann konkrete Stichprobe oder Realisierung
der Stichprobe (X,X,,...,X,). Wegen der Unabhangigkeit der Elemente und der
identischen Verteilungen ist die Verteilungsfunktion F, der Stichprobe Z gegeben
durch

F, (X X, )i = ﬁF(xk).
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Eine mefRbare Funktion der Stichprobenvariablen X, X,,...,X  bezeichnet man als

Statistik oder auch als Stichprobenfunktion. Die Statistik selbst ist somit eine
zuféllige Variable. lhre Realisierung, d.h. die entsprechende Funktion der konkreten
Stichprobe, heil3t konkrete Statistik.

Wir benutzten im Abschnitt 2.5. ein Resultat aus JAMMERNEGG [6, Satz 2.5, S.15],
das wir jetzt kurz einfihren wollen.

Die Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion der suffizienten Statistik Y wird mit
g(n,y;9) bezeichnet, wobei 3 e® der unbekannte Parameter und (n,y) die gegebene

Zustandsinformation sind. Ausgehend von der A-priori-Wahrscheinlichkeitsfunktion
bzw. -dichte p fir den unbekannten Parameter 3 e® berechnet sich dann die A-
posteriori-Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. -dichte nach der Bayesschen Formel fur
Dichten wie folgt:

[ on.y; 9)i(ds)
,y;D):= 2 :
OO T @)

und u(n,y;D):=pn(D), far n=0,
mit Dc®. Wir sind nun in der Lage, die A-posteriori-Verteilung p fur die
Zufallsvariable X, anzugeben, d.h. in unserem Zusammenhang die Verteilung des
zufalligen Marktwertes in der nachsten Periode unter der Kenntnis der
Zustandsinformation (n,y):

p(n,y:B):= [ v, B)u(n,y:d9).

@

Diese Verteilung ist wieder eine Ubergangswahrscheinlichkeit. Fir alle Funktionen
U X —R wird die bedingte Erwartung bei gegebenen (n,y) berechnet gemaf

u(n,y):= [UGOP(n, ;).

fur n=1,2,...

Weiter wissen wir aus Beispiel 2.2.5, daf3 fur die dort angefiihrten Verteilungen die
suffiziente Statistik Y =T(X,,...,X,) auf folgende Weise rekursiv bestimmt werden
kann:

T(X o0 X ) = Y(T(X e X, ) Xy ) = VYL X )
wobei die v(y,x) gegeben ist entweder durch v(y,x)=y+x oder v(y,x)=yx (fir die Log-
Normalverteilung).

Satz
Far alle Zustandsinformationen (k,b) eN , xR gilt

I uk + 1 v(b,nN)a(k,b;dr) = u(k,b)

Wenn wir U als Nutzenfunktion interpretieren, dann besagt die Behauptung des
Satzes: wenn wir von der Zustandsinformation (n,y) ausgehen, so ist der erwartete
Nutzen fir n+1 Beobachtungen genauso grof3 wie der fir n Beobachtungen
berechnete.
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A5: Zur dynamischen Optimierung

Im Abschnitt 2.5 sind wir nach dem Satz 2.5.2 von HINDERER noch einige
Bemerkungen schuldig geblieben.

Zuvor mussen wir jedoch unser Entscheidungsmodell ein wenig prazisieren und
fuhren daher weitere Begriffe ein. Wir betrachten weiterhin unser Modell

M =[(X,{0,1},qt(k,b;-),Jt)tzl_ﬂT,X,Jm .

e Der Zustandsraum ¥ unseres Entscheidungsmodells sei ausgestattet mit einer o-
Algebra y.
Weiter sei der Aktionenraum 2={0,1} ausgestattet mit der c-Algebra 5.
Es sei H:=XxAx---xX (2n-1)-mal die Vergangenheit unseres Prozesses mit

den Elementen h, =(x,a,,...,x,) . Die Produkt-c-Algebra von H, sei n,. Es sei D
die Folge von Abbildungen D, von H cH, in die Menge aller nichtleeren
Untermengen von 2 mit H:=X und der Eigenschaft, daf
H..i={(hax) eH, :h eH,aeD,(h),x eX] zu n,, gehort fir alle t>0. Wesiter sei D, (h)
die Menge aller zulassigen Aktionen zum Zeitpunkt t und bei Vergangenheit h.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit von H, nach A sei gegeben durch
n, mit (D, () =1. Wir bezeichnen m=(=,)_als zuféllige Entscheidungsregel
und A als Menge aller zufélligen Entscheidungsregeln.

e Der bedingt erwartete Nutzen bei der Entscheidungsregel o und der
Zustandsinformation (k,b) sei J, :=J(kb). Der maximale bedingt erwartete

Nutzen wird dann definiert gemag J, (h):=sup{J,, (h)} .

Satz
Die Folge {Jt}lzL _ genugt der Optimalitatsgleichung
3, = sup{n (@) + [ 3.,(:a)a,(.a.0x)|
aeD, ()
=UJ

t+1

Der Beweis kann mit Hilfe der oben genannten Begriffe bei HINDERER [5, Theorem
14.4., S.101] nachgelesen werden.

Dieser Satz liefert uns die Optimalitat fir eine Folge von Nutzenfunktionen. Diese
Nutzenfunktionen sind jedoch Funktionen von der Vergangenheit H, unseres
Prozesses. In dem Modell, das wir im Abschnitt 2.5 entwickelten, sind diese
Nutzenfunktionen aber von einer suffizienten Statistik b abhéngig. Dies fuhrt uns nun
zu folgender Definition:

Definition

Es sei b=(b,) eine suffiziente Statistik bez. des unbekannten Parameters § fir
unser Entscheidungsmodell. Dann heil3t eine zufallige Entscheidungsregel meA
eine b-Entscheidungsregel, falls Ubergangswahrscheinlichkeiten =’ existieren, so

dal3 gilt:
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m,(hn) =m(bh),m) neN,heH ,nen,.

Wir fihren nun noch einige weitere Begriffe ein, die es uns gestatten, schliel3lich die
Optimalitat unserer Gewinnfunktionen in einem Satz zu formulieren.

Es sei Q, die Menge der Abbildungen w:b(H,n) >R , derart dal3 wob(n) von unten
beschrankt und mef3bar ist. Wir definieren nun noch den Operator U, gemafi

Uw:= sup {n,’((b(h),a)+_[W(x)q{((b(h),a,dx)}, heH, und vk eN .

aeDj (b(h))

Definition
Es sei b(h) heH, eine suffiziente Statistik bez. des unbekannten Parameters 3
unseres Entscheidungsproblems. Eine Ldsung der reduzierten

Optimalitatsgleichung ist eine Folge (w,) von Abbildungen w, €Q,, so daf} gilt:
W, :UI,(Wk+l’ keN,

bzw. W= sup {n;(b(h),a)+ | wm(x)q;(b(h),adx)}, heH, und vk eN .

aebj (b(h))

Nun kénnen wir folgenden Satz abgeben:

Satz

Es sei b=(b,) eine suffiziente Statistik bez. des unbekannten Parameters 3. Weiter
sei A’ die Menge aller b-Entscheidungsregeln. Dann gilt

I) ‘Jk = Sup‘Jn',k

1)) Es existiert fir alle k eN eine eindeutige Abbildung J;:b (H) >R mit
J, =J; ob,
i) Die Folge (J;) ist Losung der reduzierten Optimalitatsgleichung.

Einen Beweis fir diesen Satz findet man in HINDERER [5, Theorem 18.4, S. 122].

Wir kénnen also unser Entscheidungsproblem mit Hilfe der suffizienten Statistiken,
die wir im Kapitel 2 einfthrten, 16sen.
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4. Kurzzusammenfassung

Wir haben uns in der vorliegenden Arbeit mit Amerikanischen Optionen beschéttigt.
Im ersten Kapitel entwickelten wir dazu ein Marktmodell, in dem nur zwei
Wertpapiere vorhanden sind: der Bond als festverzinsliches Wertpapier und die
risikobehaftete Anlage, wie zum Beispiel eine Aktie.

Wir haben weiter angenommen, dal3 die Zinsrate, mit dem der Bond verzinst wird,
konstant ist, und auch der Streuungskoeffizient des Preisprozesses fur unser
risikobehaftetes Wertpapier sollte konstant sein. Dadurch war es uns maoglich, die
Black und Scholes-Formel in expliziter Form herzuleiten. Sobald man jedoch die
Konstantheit dieser beiden Marktkoeffizienten aufgibt, ist dies nicht mehr ohne
weiteres maoglich.

Im ersten Kapitel war es unser Hauptziel, einen fairen Preis fur die Amerikanischen
Optionen zu bestimmen. Um dies zu bewerkstelligen, bedienten wir uns der
Martingaltheorie und insbesondere des Darstellungssatzes fur Martingale, wie er in
KARATZAS/SHREVE [8] gegeben wird. Zusammen mit der It6-Formel war es uns
maoglich, den fairen Preis zu bestimmen. Weiterhin haben wir in den Beweisen der
Satze 1.3.5 und 1.5.3 den Portefeuilleprozeld bestimmen kénnen, der den Hedging-
Prozel3 gegen die Option darstellt, mit dessen Hilfe der Preis bestimmt werden
konnte.

Im zweiten Kapitel beschéaftigten wir uns mit einem diskreten Modell fur die
Bestimmung der optimalen Entscheidungsregel fir die Auslbung der
Amerikanischen Option. Die tragende theoretische Saule war hierbei der Bayessche
Satz fur Dichten, der auch in der Arbeit bewiesen wurde. Mit diesem Satz war es uns
dann mdoglich, unser stochastisches Entscheidungsmodell aufzustellen und das
dazugehdrige Entscheidungsproblem zu formulieren und zu l6sen.

Wir haben in dieser Arbeit jedoch nur einen kleinen Teil der Problematik um
Amerikanische Optionen beleuchten kénnen. Fir das weitere Studium ist zur
Einstimmung auf jeden Fall die Arbeit von KARATzAS [7] mit der dort angegebenen
Literatur, sowie die Dissertation von KorN [9] zu empfehlen. Im Hinblick auf das
diskrete Modell im zweiten Kapitel ist zu erwdhnen, dall JAMMERNEGG [6] das
Problem flir eine gréf3ere Klasse von Investitionsentscheidungsproblemen lost.
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